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gran tradiciôn en Espana, Carriôn, Malefakis, y continûan con gran --
fuerza en la actualidad, Naredo, Leal, Tarrafeta, El aportar, aunque - 
de una manera modesta, una contribuciôn al anâlisis cuantitativo de la 
realidad agraria espanola ha sido una de las principales motivaciones 
de la investigaciôn que se présenta.
Otra esencial ha partido de la incorporaciôn al estudio del
cambio técnico en la agricultura espanola de los bagajes teôricos de - 
la teorîa econômica de la producciôn. Una profundizaciôn en los aspec- 
tos microeconômicos de las motivaciones ,evoluciôn y repercusiones de 
la introducciôn de nuevas tecnologîas en las empresas del sector.
Que los fines que se planteaba en un primer mornento la inves^
tigaciôn hayan quedado muy limitados en su dimensiôn interpretativa de 
la realidad no se ha debido a las insuficiencias de los esquemas plari 
teados sino a la carencia de estadîsticas lo suficlentemente represen- 
tativas y a la incapacidad del que escribe de exprimi rlas a fondo para 
extraerles la informaciôn econômica que indudablemente poseen.
Sin embargo,y dentro de las limitaciones apuntadas,el desa-- 
rrollo de un esquema conceptual adecuado para la interprotaciôn del -- 
cambio técnico ocurrido en el sector agrario y las lineas de tendencia 
deducidas de las estimaciones efectuadas pienso que justifican en gran 
raedida la realizaciôn de esta investigaciôn.
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nez ha realizado en los distintos apartados, asï como su ânimo y apoyo 
para la finalizaciôn del trabajo de investigaciôn.
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INTRODUCCION
Las causas que han motivado el que, durante las décadas de - 
los clncuenta y sesenta, el estudio sobre el cambio técnico en la agir 
cultura haya sido uno de los campos de la investigaciôn econômica de - 
desarrollo mas râpido han sido la explicaciôn y cuantificaciôn de dos 
fenômenos amplia y fâcilmente observables en la economia mundial; a)el 
crecimiento secular de la oferta de productos agrarios, en relaciôn -- 
con la demanda, en los paises desarrollados - Estados Unidos en espe--
cial -, con la consiguiente caida de precios y rentras en el sector--
agrario, y los problèmes de ajuste que ésto ha producido en dicho sec­
tor; b) las dificultades encontradas por los paises en vias de desarro 
llo para aumentar su producciôn agraria.
En los ültimos anos - fundamentalmente a partir de 197 3 -nue 
vas e importantes razones se han ahadido a las anteriores . Estos fenô­
menos, cuya explicaciôn se demanda, podemos resumirlos en: c) la situa 
ciôn de dependencia del sector agrario de los paises que han "desarro- 
llado" su agricultura, después de grandes esfuerzos sociales, con rela 
ciôn a los paises desarrollados. Esta dependencia condiciona la oferta 
de productos agrarios de estos paises del suministro de inputs proce-- 
dentes del sector exterior. Las consecuencias de esta dependencia no - 
sôlo radican en las posiciones de déficit de la balanza comcrcjal agra 
ria que lleva consigo, sino en su carâcter déterminante, de 11 ave nece 
saria, en el proceso de producciôn, que no puede realizarse sin diclios 
inputs; d) la formaciôn de un sector agrario distinto, cuyo producto -
global ya no puede entenderse mas, a partir de ahora, como el mero --
agregado de las ofertas de productos agroalimentarios de las empresas 
agrarias sino como lo que hoy en dia se denomina "agroindustria". Un - 
sector agrario que comprende los escalones de la producciôn, transfor- 
maciôn y distribuciôn de los productos del campo; e) el aprovechamien- 
to mâximo de los recursos productives escasos a nivel mundial. Este —  
criterio se concreta en el sector agrario en dos facetas distintas: el 
intercambio energético inputs-output en el proceso de producciôn y las 
limitaciones que a la frontera de posibilidades de producciôn marcan - 
los dos factores mas escasos en el sector,la tierra y la energia; f) - 
los criterios de eficiencia en la producciôn agraria. La permanencia - 
en el sector de una estructura productive diversificada integrada por 
explotaciones agrarias de dimensiones diferentes y con unas caracte—  
rlsticas productives distintas basadas en el aprovechamiento intensive 
de diferentes factores de producciôn - capital y trabajo respectivamen 
te -, ha quebrado los planteamientos"désarroilistas" del sector agra—  
rio. Si a ôsto unimos el paro estructural que existe en el sector pare 
ce évidente que el anâlisis de la introducciôn de nuevas tecnologîas - 
agrarias y sus posibles efectos en la utilizaciôn de los factores pro­
ductives se hace de todo punto necesario.
Un intente de dar respuesta a este tipo de cuestiones lleva 
implicite la elecciôn de un esquema conceptual de anâlisis. El capitu­
le 2 estarâ dedicado a enmarcar el concepto de cambio técnico y a la - 
consideraciôn de las distintas aproximaciones a su estudio existentes 
en la literatura.
Uno de los aspectos del cambio técnico analizados con mayor 
frecuencia en la teorîa de la producciôn es el del sesgo que las nue—  
vas tecnologîas introducen en la demanda de los factores productives. 
Esta aproximaciôn tiene su origen en los trabajos de David-Van de Klun 
dert (1965) y Sato (1970). En el capitule 3 se analizarân las defini-- 
ciones de sesgo y neutralidad del cambio técnico y los problemas de -- 
identificabilidad que se aprecian en la funciôn de producciôn cuando - 
intentâmes estimar los parSmetros representatives de éste.
Este tipo de aproximaciones tiene la servidumbre de todos —  
los anâlisis realizados con funciones agregadas de producciôn. Las crî 
ticas al concepto de funciôn agregada de producciôn son bien conocidas 
y en Espana la literatura es extensa sobre el tema, Segura (1969,1973). 
A pesar de la controversia las funciones agregadas de producciôn conti^ 
nûan siendo unas herramientas fundamentales del anâlisis cuantitativo. 
En nuestra investigaciôn las crîticas se ven en cierta manera paliadas 
por referirse a un anâlisis sectorial, haber profundizado sobre las es 
pecificaciones funcionales apropiadas y tomar en consideraciôn varios 
factores de producciôn.
La descripciôn de la estructura de un sector productivo que 
permita el estudio de las diferencias de eficiencia técnica y econômi­
ca existentes dentro del mismo queda lejos del alcance de la aproxima­
ciôn anterior. En ella obtenemos la evoluciôn de una funciôn media de 
producciôn que représenta el desarrollo en el tiempo de una tecnologîa 
"media" del sector, definida con criterios exclusivamente estadîsticos 
que no nos permite efectuar comparaciones cuantitativas.
Para resolver este problema necesitariamos définir una fron­
tera de producciôn que representara el mâximo valor alcanzable de una 
combinaciôn concreta de inputs en el marco de una tecnologîa, es decir, 
calculer una funciôn de producciôn teôrica. En el capîtulo 4 analiza- 
mos las relaciones entre la eficiencia de las empresas y el cambio téc 
nico y los modelos que en el espîritu de Farrell (1957) y Salter(I960) 
abordan esta cuestiôn del câlculo de funciones fronterizas de produc-- 
ciôn.
Un gran nûmero de las crîticas realizadas a los modelos de - 
producciôn y de las insuficiencias de este tipo de aproximaciones pro- 
vienen de la propia e spec if icaciôn de la funciôn de producciôn. La uti_ 
lizaciôn de formas extraordinariaraente rigidas para la descripciôn de 
fenômenos complejos lleva en la mayorîa de las ocasiones a resultados 
que no corresponden a la realidad analizada y la ocultan. Para elimi—  
nar en lo posible este tipo de defectos en el capîtulo 5 hemos aborda- 
do el estudio de formas funcionales flexibles que presentan numerosas 
posibilidades para el estudio sin restricciones de las caracterîsticas 
de la producciôn con varios factores. Hemos tornado en consideraciôn —  
asimismo los desarrollos de la teorîa de la dualidad coste-beneficio- 
producciôn que ensanchan notablemente las posibilidades de anâlisis y 
la estructura de estas formas funcionales flexibles.
En los capitulos 6 y 7 hemos aplicado los modelos desarrolla 
dos en los capitulos anteriores a la realidad del sector agrario espa- 
hol en el periodo 64-75. En concreto hemos empleado un esquema de fun­
ciôn translog y Cobb-Douglas al estudio de los sesgos del cambio técni
CO en la agricultura espanola y unos modelos de funciones fronterizas 
de producciôn para describir la estructura del sector agrario espanol 
en el periodo y las diferencias de eficiencia existentes en el mismo. 
La descripciôn de los datos empleados y del contexto macroeconômico -- 
del periodo servirân de marco adecuado para el conocimiento de las po­
sibilidades de interpretaciôn y extensiôn de las conclusiones extrai-- 
das de los modelos estimados.
2. EL CONCEPTO DE CAMBIO TECNICO
Antes de comenzar una aproximaciôn al anâlisis del cambio - 
técnico en la economîa,tanto en sus aspectos teôricos como empîricos, 
es de justicia hacer referencia a los compendios - "survey" en la li­
teratura anglosajona - existentes sobre la materia en la literatura - 
econômica como son los ya clâsicos de Nadiri (1970),Kennedy y Thirl—  
wall (1972),Ruttan (1960) y Peterson y Hayami (1977),éstos dos ûlti—  
mos con especial referencia al sector agrario.
La publicaciôn de los exhaustivos trabajos citados y su po- 
sible consulta me exime de determinadas exposiciones que serîan mora- 
mente repetitivas.La sugerencia de nuevas aportaciones a lo ya esta-- 
blecido por los mencionados autores constituye el nucleo esencial de 
mi revisiôn de la literatura econômica sobre el cambio técnico.
El intento de delimitar el contenido del concepto de cambio 
técnico es una tarea arricsgada (1).La extraordinaria profusiôn de —  
términos - cambio técnico,cambio tecnolôgico,progreso técnico,progre- 
so tecnolôgico,"residuo",invenciôn,innovaciôn (2) - utilizados en re­
laciôn con el fenômeno técnico-productivo y econômico que pretendemos 
analizar,la amplitud de explicaciones y sentidos de dichos términos,- 
que en ocasiones se emplean como sinônimos mientras que otras veces - 
se definen con limites precisos y acepciones diferentes aunque no -—  
exentas de confusiôn (3),y,finalmente,la imposibilidad de discernir,- 
en la mayorîa de los casos,entre las posiciones erroneas y las acerta
das,son los principales peligros de la tarea (4),
En la Teorîa Econômica de la Producciôn es dificil encon--
trar las palabras técnica y tecnologîa con distinto significado ya -- 
que ambas se utilizan frecuentemente como sinônimos.As!,entre otros,- 
Nadiri (1970),junto a referencias mas veladas,al analizar el cambio - 
técnico autônomo e inducido dice : "..se supone que el cambio técnico 
es autônomo,neutral y crece a un ritmo constante.... Esta visiôn esen- 
cialmente Schumpeteriana del cambio tecnolôgico..." ; Peterson y Hayami 
(1977) lo manifiestan claramente: "..ambos términos (-cambio técnico 
y tecnolôgico-)se utilizan a menudo indistintamente...".
Sin embargo,estas palabras suelen ser utilizadas con accp-- 
ciones diferentes en las investigaciones sobre la naturalcza y la pro 
ducciôn de la tecnologîa.En ellas la tecnologîa se define (5) como el 
acerbo social de conociraientos relatives a la producciôn,o dicho de - 
otra manera,Nordhaus (1969),como el conjunto de las técnicas disponi­
bles, en uso o no,en un momento determinado en la sociedad.La técnica 
se refiere a los sisteinas de producciôn incorporados a las empresas. 
El cambio tecnolôgico es por tanto la producciôn de nucvos conocimien 
tos,un cambio en el "Estado de la Ciencia" - "State of the Arts" - , 
mientras que el cambio técnico consiste en la incorporaciôn de nuevas 
técnicas a los procesos de producciôn de las empresas dentro de un -- 
conjunto de técnicas ya conocidas.
La divergencia de opiniones existente en el tema de la téc­
nica y la tecnologîa se convierte en una rara unanimidad cuando se --
trata de los conceptos "progreso" y "cambio".Ambos se utilizan con -- 
idéntico significado.Esta uniformidad ha llevado implicita,en ocasio­
nes,un importante contenido ideolôgico.En Pigou (1920)encontramos que 
lo verdaderamente importante radicaba en saber si todo lo que ocasio- 
na un incremento del producto social - y entre los distintos factores 
se encuentra el cambio técnico - es probable que,al mismo tiempo,su-- 
ponga una desventaja para los miembros mas pobres de la sociedad.Su - 
respuesta fue que aunque es posible,a veces,que el progreso econômico 
convierta a los ricos en mas ricos y a los pobres en mas pobres,ésto 
es muy improbable.En la misma linea de razonamientos,Hicks (1932),es- 
tudia la relaciôn entre el progreso econômico y la distribuciôn,en su 
anâlisis de la evoluciôn de la participaciôn relativa de los factores 
en el producto social.A esta visiôn productive,pero no productivista, 
del desarrollo econômico que prevalecîa en los inicios (6) se superpo 
ne,después de la Segunda Guerra Mundial y a partir de los artîculos - 
de Abramovitz (1956),Solow (1957),Ferguson (1965),entre otros,una con 
fianza ciega en un "manâ del cielo" llamado también progreso técnico 
que conducîa inevitablemente al desarrollo de la sociedad.Es esta de- 
formaciôn "desarrollista",los criterios productivistas a ultranza de 
identificar el bienestar social con meras cotas de crecimiento del —  
producto social,la que se esconde,algunas veces,bajo esa,aparenteraen- 
te inocente,identidad de expresiones.
Si este "désarroilismo" se ha introducido en todas las esfe 
ras de la producciôn ha sido el sector agrario uno de los principal-- 
mente afectados.La llamada Revoluciôn Verde,es decir el conjunto de - 
innovaciones biolôgicas y mecânicas que incluyen el descubrimiento y
la utilizaciôn de variedades de alto rendimiento en las cosechas,el em 
pleo indiscriminado de maquinaria,fertilizantes y herbicidas,y su ex-- 
portaciôn como modelo a seguir en los paises en vias de desarrollo ha 
sido uno de los mas claros ejemplos de un "désarroilo econômico" pues- 
to en la actualidad,en plena crisis econômica y enorgética,cuando me—  
nos en cuarentena debido a sus controvertidas consecuencias.
Aunque partamos del hecho de que el principal objetivo de -- 
nuestro estudio no es la definiciôn del cambio técnico sino su explica 
ciôn podemos,siguiendo a Kennedy y Thirlwall (1972),establecer,en tér- 
i minos générales,una tipologîa de las diferentes aproximaciones al estu
I dio del cambio técnico en la literatura econômica.Unos autores se re—
f fieren al cambio técnico como la expresiôn de los efectos de los cam--
’ bios tecnolôgicos sobre el proceso de producciôn,es decir,el papel de!
cambio técnico en el proceso de crecimiento econômico.Otros lo ut ili-- 
zan como la representaciôn del propio proceso de cambio en la tecnolo­
gîa de producciôn,que comprende las actividades econômicas de investi­
gaciôn y desarrollo,las de invenciôn,asî como las relacionodas con el 
proceso de absorciôn y difusiôn de las nuevas tecnologîas en ]os dis-- 
tintos sectores productivos.Estas aproximaciones se corresponden "a gio 
sso modo" con la distinciôn convencional de la Teorîa Econômica entre 
estudios macroeconômicos - la evaluaciôn de los efectos del cambio tec 
nolôgico sobre el crecimiento del producto social - y estudios micro-- 
econômicos - la explicaciôn de la producciôn de la tecnologîa en las - 
empresas
A riesgo de caer en un gran esquematismo, los primeros (xxlrîan
agruparse en torno a los investigadores en el campo de la Teorîa de la 
Producciôn y los segundos cultivarîan la economîa del desarrollo tecno 
lôgico y de las actividades de Investigaciôn y Desarrollo (R y D).
Nuestra investigaciôn se encuentra claramente en el primero 
de los grupos y concierne al anâlisis y cuantificaciôn de los efectos 
del cambio técnico sobre el crecimiento del producto social,bien sea - 
cuantitativamente -incrementos de algûn tipo de îndice de producto que 
se defina- o cualitativamente - ampliaciôn del nûmero de bienes dispo­
nibles o del ocio -,en el marco de la Teorîa de la Producciôn.
La teorîa convencional explica el crecimiento econômico en - 
base a la elevaciôn de la productividad de los factores de producciôn 
y al proceso de acumulaciôn de los mismos.Las variaciones en la produc 
tividad son motivadas por la evoluciôn de las fuerzas dinâmicas de una 
sociedad,entre las que se encuentran elementos que podrîamos denominar 
"puramente" econômicos al lado de otros sociopolîticos e instituciona- 
les,y estas variaciones se convierten a su vez en una de las principa­
les causas de este dinamismo social.
Los movimientos en los precios relativos de los factores y - 
las caracterîsticas técnicas del proceso de producciôn son los determ^ 
nantes,genera]mente aceptados,de la productividad de los factores.El - 
cambio técnico adopta,segûn los casos,variadas formas como la introduc 
ciôn de nuevos procesos de producciôn,mejoras técnicas en el diseno -- 
del equipo de capital,variaciones cualitativas de la mano de obra (cam 
bios en la educaciôn,modificaciôn de horarios,alteraciones en la edad
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y el sexo de la poblaciôn activa,extensiôn de la formaciôn profesio-- 
n a l n u e v o s  productos,métodos mas eficientes de organizaciôn in-- 
dustrial especialmente en los campos de la direcciôn empresarial y el 
marketing,etc.Sus efectos pueden analizarse a través de las llamadas 
caracterîsticas técnicas del proceso productivo:
a). Eficiencia de la producciôn. La tecnologîa mas eficien-
te reduce el coste unitario de todos los factores de - 
producciôn por igual (7).
b). Rendimientos de escala.La tecnologîa favorece o no las
economîas o deseconomîas que provienen del tamano de - 
las operaciones.
c). Sesgo del cambio técnico. Las nuevas técnicas conllevan
el ahorro désignai de determinados factores de produe- 
ciôn.
d). Elasticidad de sustitucién. Las tecnologîas mas moder--
nas favorecen o no favorecen el intercambio entre los 
factores de producciôn en el proceso productivo.
e). Homotecia. La tecnologîa mas avanzada distribuye equita
tivamente los rendimientos de escala entre todos los - 
factores de producciôn (8).
Si suponemos,explicita o implîcitamente,la existencia de -- 
una relaciôn técnica entre el producto obtenido - medido cuantitatîva- 
mente - y los factores de producciôn empleados en su elnboraciôn - que 
podemos pensar adopta una expresiôn matemética no necesariamente fun-- 
cional -,1a productividad de los factores,representada por un îndice -
12
de productividad medido como cociente entre un îndice de producto y un 
îndice de factores de producciôn,es una representaciôn del dinamismo - 
de una economîa.
En esta estructura el cambio técnico se suele définir como 
la productividad total de los factores de producciôn,es decir,la rela­
ciôn entre un îndice agregado del producto y un îndice agregado de los 
factores de producciôn,o,en otras palabras,la porciôn del crecimiento 
del producto no computable directamente por el crecimiento de los fac­
tores de producciôn.
Desde las primeras estimaciones,Fabricant (1954),Abramovitz 
(1956),Solow (1957),que cifraban en un 80% o 90% del crecimiento del - 
producto per câpita la parte no explicada por el crecimiento del capi­
tal per câpita (medido de una manera mas o menos convencional,David y 
Van de Klundert (1965)),en la economîa USA,las distintas aproximacio-- 
nes al tema han evaluado de una manera muy diferente el crecimiento de 
la productividad total de los factores (9 ).La polémica ha tenido por 
coordenadas dos cuestiones estrechamente interrelacionadas,por una par 
te las diferentes visiones sobre la explicaciôn y valoraciôn de los —  
cambios cualitativos experimentados por los factores de producciôn a - 
lo largo del tiempo y por otra las diversas concepciones sobre lo que 
significan actividades econômicas sin coste (10).Aunque de los distin­
tos enfoques se hayan derivado conclusiones desiguales desde el punto 
de vista cuantitativo,sin embargo,todas han coincidido en destacar la 
importancia del cambio técnico para el crecimiento del producto agrega 
do.
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2-1. La hipôtesis de "incorporaciôn" en el estudio del 
cambio técnico.
La incorporaciôn -"embodiment"- del cambio técnico es una hi­
pôtesis fuertemente controvertida tanto en su significaciôn teôrica co­
mo en su utilidad empîrica. La hipôtesis, en su formulaciôn mas corrien 
te, significa que, debido al avance tecnolôgico, los nuevos elementos - 
de capital son mas eficientes que los antiguos, o dicho de otra manera, 
el cambio técnico adopta la forma de nuevas ideas para la construcciôn 
de nuevos equipos destinados a la inversiôn, pero no anadc ninguna nuc- 
va para el uso mas eficiente del capital ya existente.
Desde el punto de vista teôrico es dificilmente defendible la 
idea de un cambio técnico exôgeno al sistema econômico, como niané del - 
cielo, que podrîa desprenderse de los resultados de Abramovitz, Solow, 
etc. El cambio técnico no ocurre por accidente, para que tenga lugar se 
necesita la confluencia de, al menos, très tipos de factores: un conjun 
to de recursos destinados a la investigaciôn, otros cuyo fin sea la di- 
fusiôn de los conocimientos alcanzados y, finalmente, nuevos equipos de 
capital que incorporen las nuevas tecnologîas y contribuyan a la majora 
de los métodos productivos en las empresas que los utilicen. Kl creci-- 
miento de la productividad total de los factores esté estrechamente 1i- 
gado por tanto al desarrollo del proceso de inversiôn y como consecuen- 
cia a la acumulaciôn de capital. La hipôtesis de incorporaciôn viene a 
hacer hincapié en esta vinculaciôn existente entre el cambio técnico, - 
la nueva tecnologîa, y la inversiôn de nuevos bienes de equipo que son
1',
cada vez mas productivos en relaciôn inversa a su edad.
Aunque el fenômeno de la incorporaciôn no sea estrictamente - 
cierto, ya que existen formas del cambio técnico que no necesitan de -- 
nuevos bienes de equipo para introducirse en el sistema productivo, los 
modelos con cambio técnico incorporado presentan una visiôn mas real -- 
del papel del capital en el crecimiento econômico. Esta concepciôn del 
cambio técnico y del crecimiento ligado a la inversiôn implica que el 
crecimiento del stock de capital de la economîa se verâ afectado de una 
manera diferente por los nuevos bienes de capital que por los antiguos, 
debiendo aquellos ser ponderados en la agregaciôn con pesos mas eleva-- 
dos debido a su mayor eficiencia. De esta manera se produce un aumento 
de la sensibilidad de las tasas de crecimiento del producto con respec­
te a la evoluciôn del stock de capital. Este tipo de modelos permite el 
câlculo de la tasa agregada de inversiôn necesaria para un objetivo mar 
cado de crecimiento econômico incluyendo en esa tasa de inversiôn tanto 
el porcentaje de crecimiento cuantitativo, acumulaciôn, como el cualita 
tivo debido al cambio técnico incorporado.
Para Solow (1957, 1960, 1962), Johansen (1959), Abramovitz 
(1962), Denison (1964), la hipôtesis de incorporaciôn responde a un he­
cho real, el cambio técnico se incorpora en forma de inversiôn bruta en 
nuevos edificios y equipos de producciôn y el problema consiste en éva­
luer la importancia de este hecho. Para ellos la incorporaciôn y la des^  
incorporaciôn son dos puntos de vista distintos del cambio técnico que 
refiejan dos aspectos diferentes de la realidad econômica. En esta lî—  
nea de razonamientos los diferentes resultados que se obüienen para la
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tasa de inversiôn necesaria para alcanzar una tasa fija de crecimiento, 
segûn se emplee un modelo con cambio técnico incorporado o desincorpora 
do, se corresponden con la diversidad real del proceso de cambio técni­
co. Asî mientras Solow (1957) y Denison (1964) estiman una incorpora--
ciôn del cambio técnico despreciable en la economîa USA,el mismo Solov/ 
(I960, 1962) manifiesta la importancia cuantitativa del fenômeno.
Las crîticas teôricas a esta hipôtesis se han basado funda—  
mentalmente en el problema de la identificaciôn. Kaldor (1957) se pre-- 
gunta si se pueden aislar movimientos a lo largo de una funciôn de pro­
ducciôn - debidos a la intensificaciôn del capital - de los desplaza--
mientos de la funciôn debidos a capital mSs productivo -incorporaciôn- 
cuando este mismo desplazamiento de la funciôn depende de la velocidad 
del movimiento a lo largo de la funciôn.Jorgenson (1966) establece la - 
imposibilidad de diferenciar el cambio técnico incorporado del desincor 
porado; si desechamos algunas de las hipôtesis restrictivas impuostas -- 
por Solow en su modelo existe una correspondencia biunîvoca entre los - 
Indices de ambos supuestos.Las diferentes tasas de inversiôn obtenidas 
en modelos con cambio técnico incorporado y desincorporado no responden 
a hechos diferentes sino a los distintos supuestos establecidos en cada 
ocasiôn sobre la tasa de cambio técnico incorporado.
A partir de la formulaciôn tradicional de la hipôtesis de in 
corporaciôn ésta se ha extendido al factor trabajo admitiendo también - 
la incorporaciôn del cambio técnico bajo la forma do conocimientos téc- 
nicos y formaciôn profesional ostensibleraente superior en la fuerza de 
trabajo a través de la educaciôn. Esta extensiôn despoja a la hipôtesis
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de su contenido empîrico y anade un elemento de confusiôn que puede 11 
var a la identificaciôn de los cambios cualitativos de los factores de 
producciôn con la hipôtesis de incorporaciôn.
En efecto, la mera presencia de un enorme residuo no explica 
do por el crecimiento del capital y del trabajo es estêticamente insa- 
tisfactoria como dirîan David y van de Klundert (1965) y tanto la hipô 
tesis de incorporaciôn como los ajustes cualitativos de los inputs han 
sido introducidos para la explicaciôn del residuo reafirmando la impo 
tancia de los factores convencionales en el crecimiento del producto. 
Sin embargo, mientras la incorporaciôn significa un aumento de eficien 
cia de los nuevos bienes de capital en relaciôn con los antiguos, los 
ajustes cualitativos -y su expresiôn en el marco de la funciôn de pro­
ducciôn de efecto "aumentador" de los factores de producciôn-expresan 
que el crecimiento de la productividad de los inputs, independientemen 
te de su edad, debido a los avances tecnolôgicos se représenta como 
équivalente a un aumento cuantitativo de los mismos. Asî la incorpora­
ciôn de cambio técnico en el capital puede producir un efecto puramen 
te aumentador del trabajo.
Estos criterios han introducido, en algunos casos, una notabl 
confusiôn entre el concepto de incorporaciôn y el sesgo del cambio téc 
nico. Asî Molins (1973) establece que: "el progreso técnico incorporad 
suele ser .... del tipo labour-saving" mientras que "el progreso técni 
co no incorporado ... cuyo efecto es distinto en cada caso". El conjun 
to de argumentes empleados para sustentar esta aseveraciôn se encuentr 
ya en Ilicks (1932) , -la existencia de una tendencia secular del cambio
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técnico hacia nuevos sistemas de producciôn mas intensives en capital-, 
pero, a pesar de su validez, no son especîficos del supuesto de incor- 
poraciôn sino que pueden aplicarse sin ninguna dificultad a ambas hipd 
tesis, por lo que tal afirmaciôn es cuando menos equivoca. No podemos, 
en têrminos générales, establecer ninguna relaciôn exclusiva entre el 
sesgo del cambio técnico y el supuesto de incorporacién.
Mas aûn, bajo las condiclones particulares de modelos bien - 
conocidos como el de Solow (1960), la relaciôn entre la tasa de cambio 
técnico incorporado en el equipo de capital y el sesgo del cambio téc­
nico no es univoca, sino que depende del valor de la elasticidad de -- 
sustitucién entre el capital y el trabajo, y solo en el caso de que es 
ta elasticidad sea superior a la unidad el cambio técnico incorporado 
équivale a un sesgo del cambio técnico del tipo labour-saving.
En el marco de una funciôn de produccién que représente la - 
tecnologïa en que esté inmersa la empresa, podemos enunciar las condi- 
ciones para las que se verifica una vinculaciôn entre el cambio técni­
co Incorporado, los efectos cualitativos del cambio técnico (y su ex—  
presién como aumentador de los factores) y la existcncia de agregados 
de los factores de produccién por medio del siguiente Lema:
Lema 2-1. Si considérâmes una funciôn de producei6n lineal y homogénoa 
con dos factores de produccién, capital y trabajo, existe un 
agregado de capital (llamado también "jelly capital") o de - 
trabajo, si y solo si, el cambio técnico incorporado es ^x-- 
clusivamente aumentador del capital o del traitajo respective 
mente. Fisher (1965) (11).
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La demostraciôn de este resultado se basa en la imposiciôn - 
de separabilidad en la funciôn de produccién (condiciôn necesaria y su 
ficiente para que baya agregados de los subconjuntos de cualquier par- 
ticiôn, Leontieff (1947))o en su dual de coste, Hall (1968), y derivar 
sus consecuencias en la estructura de la funciôn (12).
Si nos circunscribimos a la incorporaciôn del cambio técnico 
en los bienes de capital. Hall (1968) analiza los problemas de identi- 
ficaciôn entre el cambio técnico incorporado y desincorporado y la de- 
preciacion. Partiendo de las conclusiones del Lema 2-1 caracteriza la 
clase de funciones de tipo multiplicativo (es decir aquellas que repre 
sentan los très efectos anteriores como independientes) que conducen a 
un mismo parSmetro de eficiencia. Esta clase de funciones contiene ta- 
sâs constantes de crecimiento exponencial que hacen que no pueda dis—  
tinguirse entre diferentes alternatives de cambio técnico incorporado 
y deterioro fîsico. Sin embargo, anallzando el problème dual del ante­
rior, desde el punto de vista de los costes, de la obsolescencia y la 
deprcciaciôn llega a la conclusiôn de que este problème de identifica- 
ciôn puede resolverse disponiendo de datos sobre el precio de mâquinas 
usadas y del tipo de interés.
Estas conclusiones no afectan en lo esencial a los résulta—  
dos de Jorgenson (1966) dado que hemos partido de la suposicién de que 
se de un fenômeno de incorporacién. Si hubieramos partido de otra hip6 
tesis diferente, como la de que no fuera la edad de la inversion un -- 
elemento fundamental en el crecimiento del producto y el cambio técnico, 
los resultados cuantitativos serîan anâlogos, aunque interpretativamen
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te diferentes, siempre que los supuestos establecidos sobre la funcxén 
de produccién y las tasas de crecimiento fueran iguales.
Al margen de la controversia, la mayorîa de los autores man-- 
tiene una postura ecléctica que justifica teéricamente la vinculacién 
de los procesos de inversién y cambio técnico y matiza su utilidad em- 
pîrica a las fuentes de datos disponibles. Los modelos de "quinta" 
-"vintage models"- vienen caracterizados por ser la expresién de la in 
terrelacién entre la hipétesis de incorporacién y la sustitucién entre 
los factores de produccién y son los habitualmente utilizados.
En el trabajo empîrico, los problemas de identificaciôn sena-
lados por Jorgenson (1966) , que nacen de eliminar las hipétesis res--
trictivas en el anélisis de la incorporacién, se refiejan en la amplia 
divergencia existante entre los valores de la tasa de incorporacién es^  
timados; resultados que muestran una gran sensibilidad con respecto a 
la naturaleza de los datos y procedimientos de estimacién utilizados - 
en cada ocasién (13). Esta dificultad solo puede soslayarse con la ob- 
tencién de datos de un sector econémico en que el capital tenga un ûni^  
co période de vida y no sea sustituido mientras dure, o bien, mediante 
la utilizacién de datos, a un nivel lo suficientemente desagregado, 
que permitan la eleccién de un perîodo de tiempo para el anâlisis en - 
el que no se haya producido ninguna inversién. Este ultimo método ha - 
sido utilizado por Belinfante (1978) .
A nivel microeconémico, y siguiendo a Salter (1960) y Johansen 
(1972), la hipétesis de Incorporacién se relaciona con la oxistencia -
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de têcnicas punta y técnicas médias -"best-practice techniques, avera- 
ge-practice techniques"- de produccién y la representacién de las tec- 
nologîas ex ante y ex post. Los criterios de inversién en una economîa 
competitive se basan en la equivalencia entre el flujo esperado de ex- 
cedentes (ingresos menos gastos corrientes de operacién) a lo largo de 
la vida de la inversién y la suma del principal y una tasa normal de - 
ganancia. En este câlculo de ingresos esperados influyen très elemen-- 
tos: el precio actual y esperado del producto, el precio actual y espe 
rado de los factores de produccién, y las cantidades de factores nece- 
sarias para la produccién unitaria. El cambio técnico influye directa- 
mente sobre este ûltimo elemento. Si los precios no varian, las mejo-- 
ras en las têcnicas punta que ocurren a lo largo del tiempo llevarén - 
consigo una reduccién de los costes y la posibilidad de bénéficies ex­
tras para aquellas empresas que las utilicen. La incorporacién, que se 
lleva a cabo en las têcnicas punta, produce pues la posibilidad de bé­
néficiés diferenciales. Esta situacién desaparece cuando las nuev as —  
têcnicas pasan a ser de use com(in en la generalidad de las empresas 
del sector econémico considerado. La importancia adquirida por este hp 
cho en una situacién concreta dependerâ de la magnitud de la incorpora 
cién.
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2-2. Tecnologias Punta y Media y C^imbio Técnico.
Una mer a observaciôn de la situacién productive de las eiii-- 
presas de un sector econémico cuyo producto pueda considerarse homoge 
neo,o al menos homogeneizable en funcién de nuestro anélisis,pone de
manifiesto la gran diversidad de tecnologîas (14) empleadas en la --
transformacién de los recursos.Junto a tecnologîas apropiadas confor­
me a las condiciones econémicas y têcnicas del momento,es decir,aque­
llas que permiten producir a un coste mînimo en têrminos de la fun--
cién de produccién y de los precios relativos de los factores,nos en- 
contramos empresas que producen en condiciones têcnicas desfavorables 
o con una combinacién de factores de produccién no acertada dada la - 
situacién reinante en el mercado.Esta panorSmica del sector considéra 
do no refleja,en general,un estado de équilibré o estético del mismo - 
sino que révéla el resultado de la evolucién anterior de diclio sector 
y se convierte en punto de partida de su ulterior desarrollo.
Cualquier descripcién de la estructura de un sector economi 
co y del cambio técnico que tiene lugar en él a lo largo del tiempo - 
ha de toner obligatorlamente en cuenta esta heterogeneidad de las tec^  
nologîas en uso.Aunque los distintos puntos de vista bajo los que se 
ha abordado esta cuestién hayan dado lugar a diferentes modelos e in- 
terpretaciones,la prâctica totalidad de las aproximaciones al tema em 
plea el término tecnologîas punta - "best-practice tecliniquos" - para 
désignai" a aquellas que facilitai! la obtencién de la mayor cantidad - 
de producto posible de una determinada combinacién de inputs (15).Asî
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como la consGcuciôn de un mâximo facilita la unanimidad en torno al —  
concepto de tecnologîas punta,la representacién del resto de las tecno 
logîas en presencia es mâs problemStica debido a la imprecisién de sus 
limites.La utilizacién en los trabajos cuantitativos de têcnicas esta- 
dîsticas basadas en el anélisis de la varianza ha llevado a caracteri- 
zar al conjunto de têcnicas existentes en un gran nûmero de empresas,- 
definido este "gran numéro" por medio de procedimientos estadîsticos - 
en relacién con el monto global de empresas, con el nombre de tecnolo­
gîas médias - "average-practice techniques" -.Este ûltimo término,a pe 
sar de su ambigüedad conceptual,ha sido y sigue siendo utilizado con - 
profusién en la literature econémica.
El cambio técnico al constituir una de las fuerzas dinSmi—  
cas de la economîa contribuye a la configuracién y evolucién de la es­
tructura de los sectores productivos.Este proceso de cambio afecta a - 
la globalidad de las tecnologîas en uso en el sector pero,debido a las 
diferencias existentes, su accién reviste en esencia dos formas que —  
pueden distinguirse tanto en el piano teérico como en sus efectos rea- 
les.Por una parte el cambio técnico se manifiesta en el proceso conti- 
nuo de generacién e introduccién por primera vez de las nuevas técni—  
cas productivas en las empresas que encabezan el sector,y por otra en 
el ritmo pausado de difusién y asimilacién de estas têcnicas por el —  
conjunto de las empresas.La diferencia entre ambas cadencias es un fa£ 
tor de importancia en la explicacién del complejo panorama de tecnolo­
gîas en funcionamiento.
En este contexte parece évidente que la eleccién de un de--
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tejrminado rnodelo de descripcién de las tecnologîas de un sector econo- 
ïnico afecta considerablemente al diseno del método de anâlisis y expli 
caciôn del cambio técnico.Si escogemos la representacién y evolucién - 
de ]as tecnologîas médias como el procedimiento adecuado,las medidas - 
obtenidas del cambio técnico ocurrido tendrSn implicaciones teéricas y 
de polîtica econémica distintas a las derivadas del anélisis de la va- 
riacién que se haya producido en las tecnologîas punta ya que ambos fe 
némenos,aunque interrelacionados,no tienen por que ser paralelos y aûn 
menos neutrales en su evolucién.Las posibles objeciones a uno u otro - 
procedimiento no se plantearân en el terreno de la definicién y de la 
medida del cambio técnico sino en el de su interprctacién.
De las distintas aproximaciones al estudio de las relacio-- 
nes existentes entre las tecnologîas punta y media y el cambio técni co 
aquî escogemos el anâlisis de un sector econémico en el marco de la -- 
Teorîa de la Produccién.
Considérâmes un sector econémico constituido por M empresas 
que elaboran un producto homogeneo en cantidades variables, y ,a par-- 
tir de la transforméeién de combinaciones de N inputs, x .Las empresas 
se enfrentan a mercados compétitives de factores y de] producto.Las po 
sibilidades de produccién de las empresas se contionen en un conjunlo 
de posibilidades de produccién, T , (16)
T = {( x , y ) I X e , y e  , posibles} (2-2-1)
La tecnologïa punta del sector se représenta por una fun--
2/)
cién de produccién definida como una funcién microeconémica de produc­
cién teérica:
F !  >R^ F (x) = max {y|(x,y) c T,x e R^,y e R^}
^ (2 - 2 - 2 )
es decir, corresponde al mâximo producto alcanzable,en unas 
condiciones tecnolégicas concretas,de una combinacién de inputs.
Para un conjunto de posibilidades de produccién convencio-- 
nal en los inputs la funcién de produccién estâ definida para todo vec 
tor de inputs no negative, x c R^ ; es finita siempre que lo sea x ;con 
F (3) = 0 ; monétona no decreciente (A-1-20); continua desde abajo (A-1 
-21) y cuasicéncava (A-1-22).
La definicién teérica de funcién de produccién es un conce£ 
to indiscutido por lo que en principio parece redundante insistir en - 
él. Sin embargo,como hemos senalado antes,la utilizacién en las inves- 
tigaciones cuantitativas del término funcién de produccién para desig­
ner un contcnido diferente al teérico,introduce un elemento de confu—
sién que es necesario aclarar.La funcién media o ajustada de produc--
cién la definiriamos como,
F* : R ^ ------ >R^ F* (x) = {y |min 4>(y) ,x e R^ ,y e R^, (x,y) e T}
(2-2-3)
donde,en el caso general,la funcién a minimizar es la suma 
de los residuos al cuadrado,
» (y) = ^ I (y - y ')  ^ / y,y' eY* (2-2-4)
X e X (y)
X e X(y’ )
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En los modelos que emplean esta reprcsentaciôn de la tocno- 
logîa se supone en general que la funciôn media de producciôn es una - 
funciôn clâsica.
Como consecuencia de esta duplicidad de interpretaciones se 
ha designado a la representaciôn de las tecnologîas punta con el cali- 
ficativo especial de funciones fronterizas de producciôn (17).
Podemos représenter grâficamente ambos conceptos en e) espa 
cio de dos dimensiones de los inputs por unidad de producto (18).Gupon 
dremos para mayor simplicidad de exposiciôn que estâmes en presencia - 
de rendimientos constantes de escala.
y
FIGURA 1
La figura 1 muestra ol diagrama de dispcrsiôn de los puntos
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que representan las posibles combinaciones de inputs utilizadas en la 
producciôn de una unidad del producto homogeneo del sector considera­
do. El nucleo fundamental de puntos se agrupa en torno a la curva F* - 
que simboliza la isocuanta unitaria correspondiente a la funciôn me-- 
dia de producciôn.Esta isocuanta F* représenta las tecnologîas médias 
del sector.Algunos puntos se situan en las inmediaciones de la curva 
F sin sobrepasarla hacia el origen de coordenadas.Esta isocuanta F —  
simboliza la producciôn unitaria de las empresas que poseen la tecno- 
logîa punta del sector.Ambas isocuantas describes la totalidad del ma 
pa de isocuantas ya que el resto se puede obtener mediante transforma 
clones monotonas de ellas.
Un primer paso en el anâlisis del cambio técnico consistirâ 
en la determinaciôn de la forma y situaciôn de estas isocuantas.Si —  
utilizamos en nuestro modèle una representaciôn basada en la funciôn 
fronteriza, F ,su determinaciôn se llevarâ a cabo con las empresas -- 
que en ese momento tienen en operaciôn la tecnologïa mas avanzada. Si 
suponemos que la funciôn media de producciôn, F*,describe las condi-- 
ciones tecnolôgicas del sector emplearemos en la estimaciôn de la iso 
cuanta unitaria el conjunto de los puntos del diagrama.
Una comparaciôn entre las estimaciones de F y F* en un mo-- 
mento del tiempo permite extraer conclusiones importantes sobre la s^ 
tuaciôn actual y evoluciôn futura de la estructura del sector.La dis- 
tancia entre ambas,a lo largo de una recta que pase por el origen,mi- 
de la separaciôn entre los logros productivos de las tecnologîas pun­
ta y los alcanzados por las utilizadas en el conjunto del sector,faci
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litando asî una descripciôn del desfase tecnolôgico entre las empre-- 
sas y ,como consecuencia,de la posibilidad de bénéficies diferenciales, 
Las variaciones en la forma de las isocuantas describen el carâcter - 
de las nuevas tecnologîas en el sentido do que éstas puedan ser mas o 
menos intensives en el uso de factores especificos do producciôn.Asi- 
mismo,y en el supuesto de que permanezcan sin variaciôn cl resto de - 
las condiciones que afectan a la producciôn,estas diferencias propor- 
cionan una visiôn prospective del sector,situaciôn futura que serd a£ 
canzada en el période de tiempo necesario para que las nuevas tôcni-- 
cas se difundan a la totalidad de las empresas.En la figura 1,1a si-- 
tuacion relative entre F y F* puede medirse a lo largo de una recta - 
tal como la OA.Las diferencias observadas en el diagrama afectan tam­
bién a la forma de ambas isocuantas,las tecnologîas punta, F ,utili-- 
zan, ceteris paribus, cl factor en menor proporc iôn que ] as médias, F* 
por lo que tienen el caracter de ser ahorradoras del factor de produc 
ciôn x^. La evoluciôn futura llevarâ prevlsililemente a un ahorro en el 
conjunto del sector de dicho factor de producciôn.La naturaleza e s t a- 
dîstica del concepto de funciôn media de producciôn impide que poda-- 
mos introducir precisiones cuantitativas en este anâlisis comparativo.
El cambio técnico se define en este esquema como ]os dospla 
zamientos ocurridos en la funciôn de producciôn.La evoluciôn hacia el 
origen de coordenadas de la isocuanta F refleja el proceso de genera- 
ciôn e introduce iôn por vez primera de nuevas tecnologîas, c]ue se ma n i
fiesta como una reducciôn de los coeficient.es de inputs.Estos movi---
mientos pueden incluir alteraciones de la situaciôn y de la forma de 
F. Los corrimientos hacia el origen que no afectan a la forma de la -
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Isocuanta explican el proceso de incorporacién de nuevas têcnicas que 
se mantienen neutrales respecto a la combinacién de factores empleada. 
las alteraciones en la forma de la funcién fronteriza miden el sesgo 
de la repercusién de las nuevas têcnicas sobre la utilizacién de los 
factores productivos.
Los desplazamientos observados en la funcién media de pro—  
duccién, F*,tienen una explicacién teérica mas confusa.La tasa de cam 
bio técnico que podemos obtener a partir de elles medirâ un fenémeno 
hîbrido formado por la combinacién de los procesos de incorporacién y 
difusién de la tecnologïa.
Como vemos cada una de las representaciones es apropiada pa 
ra analizar el cambio técnico desde un punto de vista diferente.Si co 
nocemos la localizacién y forma de ambas funciones en un momento con- 
creto y su evoluciôn en el tiempo podremos establecer las comparacio- 
nes oportunas e investigar de una manera exhaustiva el cambio técnico. 
En la figura 2 représentâmes un proceso hipotético de evoluciôn de -- 
]as isocuantas unitarias correspondientes a F y F* en très momentos - 
del tiempo,que désignâmes con los subindices 1,2,3,como un ejemplo -- 
del anâlisis a desarrollar.
La evoluciôn de las tecnologîas punta,F^,F2 ,F^, estâ carac-
terizada por un proceso de intensificaciôn del factor x^,ya que a --
igualdad de precios relativos de los factores la tecnologïa disminuye
progrèsivamente la relacién entre los factores x^/x^^. Los desplaza--
mientos de las isocuantas que representan las tecnologîas médias no -
2 y
responden exactamente al mismo esquema.En el primer poriodo,de a ,
la frontera ajustada de producciôn evoluciona neutralmente y solo en -
* *
el periodo siguiente,de F^ a F^, se reconoce la introduceiôn en el con 
junto del sector de la tecnologïa ahorradora del factor x^. Podemos —  
concluir que el proceso de difusiôn de la tecnologïa en este sector --
FIGURA
emplea probablemente mas de un periodo de tiempo en realizarso.
Si en este diagrama de isocuantas representamos el comporta 
miento productive de una empresa o grupo de empressas en los très pe-- 
riodos considerados podremos analizar la evoluciôn de su tecnologïa. 
En la figura 2 la empresa A no présenta en ningun momento que su pro­
ceso productive se realice con las tecnologîas punta. Por e,l contrario 
la empresa B se encuentra siempre incluida en la frontera de posibili
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dades de producciôn.Sin embargo,la simple inspecciôn de la figura nos 
plantea la duda de cual de las dos empresas ha experimentado un mayor 
avance tecnolôgico si la A o la B.La resoluciôn de esta duda entrana 
un juicio de valor sobre los objetivos a aleanzar,pero,en cualquier - 
caso,el problema no es de medida del cambio producido en las tecnolo­
gîas empleadas,con ser este importante,sino de una interpretaciôn co­
rrecte de las estimaciones obtenidas (19).
En el apartado 2-1 hemos destacado la vinculaciôn que exis­
te entre la hipôtesis de incorporaciôn y la presencia de tecnologîas 
puntas y médias.En la descripciôn que hemos realizado se pone de mani^ 
fiesto esta interrelaciôn.La incorporaciôn del cambio técnico afecta 
exclusivamente al nuevo equipo que entra en funcionamiento por lo que 
aparentemente la representaciôn de la tecnologïa que resultarâ apro-- 
piada para el anâlisis de este fenômeno es la funciôn fronteriza.A pe 
sar de êsto,las medidas tradicionales del cambio técnico incorporado 
han utilizado funciones ajustadas de producciôn,modelo que se muestra 
incapaz por su misma naturaleza para discernir entre la introducCiôn 
de nuevas têcnicas y su difusiôn.Aunque no sea éste el argumento esen 
cial de Jorgenson (1966) las conlusiones que se derivan son de la mis 
ma îndole,las medidas que se obtienen en este tipo de modelos no res­
ponden a realidades sino que se reducen a justificaciones de las hipô 
tesis establecidas con anterioridad.
El estudio de funciones fronterizas aporta una mayor luz al 
fenômeno de incorporaciôn pero no lo desvela en su totalidad.La fun-- 
ciôn de têcnicas punta mide el efecto que sobre la productividad de -
los factores tiene el cambio técnico incorporado en todas las nuevas 
têcnicas bien sean de capital bien sean de organi zaciôji, cducativas, . . 
por lo que también exige,aunque a otro nivel,el estabJ ecimiento de 
pôtesis previas sobre las "quintas" de capital.La utilizacién de un - 
modelo de incorporacién directo en esta linea,sin supuestos previos, 
estarîa en el espîritu del trabajo de Intriligator (1965) sin que es­
ta aproximacién haya aportado sustanciales majoras en la comprcnsién 
y la medida de la incorporacién.
En nuestra investigacién utilizaremos ambas representacio--- 
nes de la tecnologïa por lo que las analizaremos con mas detalle on 
los capîtulos siguientes.
2-3. Cambio Técnico Auténomo e Inducido
Do una roflexién sobre la naturaleza del cambio técnico como 
proceso endégeno al sistema econémico y actividad que necesita el em—  
pleo de una porcién concreta de los recursos de una sociedad, surgen - 
inevi tablemen te un con junto de cuestiones que demandai! explicacién. En 
tre ellas se encuentra la determinacién de la cantidad de recursos a - 
asignar para la generacién y difusién del cambio técnico y su distribu 
cién entre la investigacién bâsica y aplicada y entre los diferentes - 
sectores econémicos ; las interrelaciones entre el cambio técnico y —  
las restantes magnitudes econémicas ; y su repercusién ,directa o indi 
recta - vîa relaciones de precios y factores de produccién -,sobre las 
decisiones de la polîtica econémica. Una teorîa del cambio técnico en- 
dôgeno al sistema econémico, con capacidad para ser empîricamente con- 
trc'istada, serâ de gran utilidad para dar una respuesta adecuada a es-- 
tas interrogantes.
Entre los elementos de este esquema teérico se encuentra --
(20) una teorîa del cambio técnico que establezca su identidad como —  
proceso inducido por la evolucién de determinadas variables econémicas 
o , por el contrario , como un proceso con desarrollo auténomo al com- 
portamiento de estas.
Los modelos de cambio técnico o innovacién inducida parten - 
de la hipétesis de que el proceso de innovacién es endégeno y que en - 
su motivaciôn juegan un importante papel no sélo fuerzas sociales sino
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también magnitudes de carâcter econémico taies como la estructura del 
mercado, los precios de los factores y del producto ... . Los deionso- 
res del supuesto de autonomîa de la innovacién la considérai! asimismo 
endégena, y como tal generadora de costes, pero buscan las razones de 
su conducta on caracterîsticas intrînsecas a la tecnologïa.
No cabe duda de que este tipo de modelos han tenido su prin­
cipal incentive en la explicacién del sesgo observado del cambio técni^ 
co (21), aspecto éste que junto con la tasa de evolucién han sido ple- 
namento aceptados como fundamentales en la descripcién del cambio téc­
nico. llicks (1932) senalaba que las innovaciones no son genera]mente - 
neutrales sino que, en la mayorîa de los casos, seloccionan factories - 
concretos de produccién y aumentan por consiguiente de una manera espe
cial la demanda de estos factores. Ante este lieclio el mismo llicks --
(1932) avanzaba como explicacién la idea, sin una formulacién explici­
ta del funcionamiento del modelo, de que las variaciones en los pje--
cios relatives de los factores cran la causa de que se produjcran in-- 
vestigaciones en nuevos métodos de produccién que fucrnn mas intensi-- 
vos en el factor de produccién relativamente mas bara tu, siendo asî el 
precursor de los modelos de innovacién inducido (22).
Salter (I960) rechaza con energîa el supuesto l!icksiano de 
que las variaciones en los precios relativos fueran un factor esencial 
en la induceién de las innovaciones. Si el argumento no se reduce a 
una mera cuestién semântica -el llamar innovacién inducida a disti ntas 
formas del proceso de sustitucién- no tiene fundamentos de peso que lo 
sostengan. Los empresarios no estân interesados, en têrminos econémi--
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cos,en la reduccién de un tipo particular de costes sino en la disminu 
cién del coste total de produccién,por lo que no tienen una predisposi^ 
cién especial a invertir en la busqueda de innovaciones que ahorren —  
factores especîficos de produccién.Por otra parte,los sîntomas que pa- 
recen sustentar la hipétesis de induccién - nuevos procesos producti-- 
vos con evidencia de ahorro de trabajo,el que las tecnologîas que aho- 
rran trabajo no ahorran también capital,y la mayor facilidad para de—  
tectar las nuevas têcnicas cuando son ahorradoras de trabajo - no se - 
ajustai!, en algunos casos, a la realidad productiva y, en general, no son 
lo suficientemente consistantes como para mantener una teorîa basada - 
en dicho supuesto.Tan plausible como la hipétesis de induccién podrîa 
ser la que establece que la tecnologïa ahorradora de trabajo es,por su 
propia naturaleza,mas fâcil de obtener que la ahorradora de capital.
Como principales aportaciones a la construccién de una too-- 
rîa de la innovacién inducida podemos destacar los modelos formulados 
por Fellner (1961,1971); Kennedy (1964) ,Samuelson (1965,1966) ,Drandakis 
-Phelps (] 966) ,Von Weizsâcker (1966),Magat (1979);Ahmad ( 1966) ,Hayami- 
Ruttan (1970,1971);Nordhaus (1969,1973);Nelson-Winter (1973); Radner - 
(1975) y Dinsv/anger (1974 ,1978) (23). Dentro de la peculiaridad de las
distintas aproximaciones o lineas de aproximacién, estos modelos pose­
en una serie de caracter1sticas comunes que merecen ser apuntadas, la 
introduccién de un mécanisme esencial de induccién basado en el compo£ 
tamiento de los precios relativos de los factores - en Fellner (1961) 
la expectative de ascenso continue en los precios relativos,la varia—  
cién de los precios relativos en Ahmad (1966),el nivel de los precios 
relativos en Kennedy (1964) y Nelson-Winter (1973),la variacién de los
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precios y su relacién con la distribucién de probabilidad de las parti
cipaciones relativas en Radner (197 5) - ,1a construccién de una fun--
cién que représente las posibilidades de invencién - la IPC histérica 
de Ahinad (196G) , la IPF atemporal de Kennedy (1964), la TPF con posibi 
lidades de modificacién en Magat (1979), la frontera conforme al traba 
jo asignado a las actividades de R y D de Nordhaus (1969) - ,y la uti­
lizacién de una tasa de recursos asignados a las actividades de inves­
tigacién y desarrollo (R y D) - endégena en Mnyami-Ruttan (1971),exége 
na en Kennedy (1964) y Ahmad (1966) ,y motivada por el doscenso de .1 os 
beneficios a un cierto nivel en Nelson-Winter (1973) - .Somctidos a -- 
fuertes crïticas desde distintos enfoques,la mayor parte de los mode—  
los comparte una deficiencia comûn que es la carencia de un fundamento 
microeconémico.Este olvido es mas llamativo d&ido que uno dc! sus ohjeti 
vos bâsicos es la explicacién del proceso de generacién del cambio têc 
nico en las empresas individuales.Aunque en Nelson-Winter (1973) encon 
trainos unos rudimontos de elaboracién microeconémica basados en una -- 
teorîa del rechazo de la innovacién a nivel de empresa,es en Binswanyei 
(1974,1978) donde se balla una compléta teorîa microeconémica del cam­
bio inducido,planteamiento que hace a este modelo esenci a] mr^nte difr—  
rente al resto de las aproximaciones.
Los modelos de innovacién inducida muestran resultados acep- 
tables a nivel macroeconôraico y las distintas aproximaciones empîricas 
Hayami-Ruttan (1971) ,Fellner (1971) ,Binswanger (1974) ,parecen conf i r-- 
mar la validez de esta hipétesi s. Sin embargo Fellner (197].) ha créa do 
incertidumbre en torno a la veracidad de esta apreciacién ol)jetando]a 
desde el punto de vista de la identif icacién. I,as series observadas con
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firman que la presencia de innovaciones inducidas es una condiciôn su- 
ficiente para su explicacién,pero estas series pueden ser asimismo ex- 
plicadas partiendo de otros supuestos de comportamiento del cambio têc 
nico.En concreto,]os resultados de las series observadas no permiten - 
distinguir entre las siguientes afirmaciones:
-Invenciones neutrales y elasticidad de sustitucién unitaria.
-Elasticidades de sustitucién inferiores a la unidad e inven 
ciones inducidas del tipo ahorrador de trabajo.
-Elasticidades de sustitucién superiores a la unidad e inven 
ciones inducidas ahorradoras de capital.Fellner (1971).
-Elasticidades de sustitucién inferiores a la unidad e inven 
ciones con sesgo ahorrador del trabajo exégeno.Binswan- 
ger (1978) .
Como consecuencia de los encontrados planteamientos forniula- 
dos desde los inicios en la literature,llicks (1932) ,Salter (1960),no - 
es de extranar que los modelos de innovacién inducida hayan sido y si- 
gan siendo fuertemente controvertidos.De los distintos puntos que han 
sido objetos de la polémica me centraré en el anâlisis de las distin-- 
tas concepciones de la definicién do tecnologïa y su representacién,y 
como corolario de ellas las diferentes alternatives al contenido del - 
concepto de cambio técnico,por ser este aspecto el que atahe mâs direc 
tamente al objeto de nuestra investigacién.
Los diversos autores se reclaman casi unânimcmente,ya hemos 
visto la excepcién de Nordhaus (1969) ,de la definicién de cambio técni-
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CO como la expresada por ] os de spla zamientos ocurridos en ,1a funcién - 
de produccién. De ahi es fâcil derivar que si estos desplazamientos -- 
vienen inducidos por la conducta de ciertas variables econémicas, como 
los precios relativos de los factores, nos encontramos en presencia do 
innovaciones inducidas. Sin embargo esta definicién aparentemente com-
partida es utilizada como arma arrojadiza en la controversia que en--
frenta a los investigadores que sustentan opiniones contrarias. A pri­
mera vista esta situacién parece paradéJica, pero deja de serlo si pro 
fundizamos y nos damos cuenta de que las diferencias no radican en la
definicién del cambio técnico, sino en el mismo contenido de la fun--
ciôn de produccién.
Salter (1960) en su anâlisis de los conociun'entos técnicos y 
las tecnologîas punta de produccién, disena un esquema de los di st in - 
tos nivelés en que pueden alojarse los conocimientos sociales conforme 
a su mayor o menor distancia respecto a la producciôn. Este modelo ha 
sido plenamente adoptado en las investi g;ici one s posteriores, Mansfield 
(1968), Binswanger (1978) (24). Los conocimientos existentes en un mo­
mento concreto en la sociedad pueden ser clasificados entre ague1los - 
que son bâsicos y se relacionan con los principios de los fenémenos fî
sicos, los que son apiicados y atahen a la apiicacién de los princi--
pios bâsicos a la produccién y los relativos a las mismas oporaciones 
productivas - las têcnicas de produccién -. Para Balter (19 6 0) el mun- 
do de las innovaciones se encuentra en el primer nivel, respondiendo - 
todas las demâs variaciones ocasionadas en los otros nivei.es a di s tin­
tas formas del proceso de sustitucién. Para los partidarios de la inno 
vacién inducida el nivel de innovaciones se situa en e] scgundo grujjo
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de conocimientos.
En otro contexte - allî el problema era la distincién entre 
las tecnologîas punta y media, aquî se reduce a dirimir como deflnimos 
la funciôn de producciôn si con todas las tecnologîas posibles o con - 
las disponibles - se vuelve a plantear la cuestién analizada en el - - 
apartado 2-2. En esta ocasién nos decantaremos por un esquema en la l_î 
nea de Balter, no por consideraciones de îndole teérica sino por las - 
caracterîsticas peculiares del objeto de nuestra investigacién y los - 
propésitos perseguidos.
En efecto, antes de continuar con el anâlisis del carârt.er - 
auténomo o inducido del cambio técnico, debemos plantear, aunque sea - 
de una manera resumida, las condiciones particulares de nuestro astu-- 
dio a nivel sectorial y espacial, porque êstas determinarân de m a  ma­
nera sustancial el modelo a elegir. Pretendemos analizar el sectrr ---
agrario espanol y la evolucién de su tecnologïa en los anos comprendi- 
dos entre 1964-1975.
La consideracién del cambio técnico en el sector agrario in­
troduce ya, por el carâcter especîfico del sector, algunas precisiones 
a tener en cuenta. Como es bien sabido, en condiciones competitivas, - 
las pequenas diferencias en los bénéficies conseguidos por las rmpre-- 
sas que dedican sustanciales esfuerzos a la investigacién frente a las 
imitadoras obligan a constituir alguna forma de sistema instituclonal 
que permita que la inversién en el desarrollo de las innovaciones ten­
ga lugar a un ritmo adecuado. De los métodos conocidos,en el sector --
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agrario los avances tecnolégicos tienen su origen en dos fuentes funda 
mentales, la investigacién f inanciada o desarrollada por el sector pCi- 
blico Y los contenidos en los inputs suministrados por los sectores in 
dustriales abastecedores de factores de produccién destinados al sec-- 
tor. La integracién progresiva del sector agrario en el mercado hace - 
que su produccién sea cada vez mâs dependiente de los avances que pro- 
ceden del segundo de los sistemas.
La asuncién de un modelo de innovacién en el que las emprc^-- 
sas destinen una parte de su presupuesto a investigacién no parece ser 
lo mâs apropiado en este sector, lo que plantea la necesidad de una re 
forma del modelo de innovacién inducida. Hayami-Ruttan (1971) han ela- 
borado un esquema valido en estas circunstancias. En él las variacio-- 
nes en los precios relativos de los factores moti van que los empresa-- 
rios agrarios ejerzan una doble presién en deiKmda de nuevas tecnolo-- 
gîas. De una manera directa sobre los organismes publicos de investiga 
cién y de una manera indirecte, vîa incrementos en la demanda de doter 
minados factores de produccién, sobre las empresas y sec tore; s suminis- 
tradores de inputs. Para que el modelo f undone ] a respuesta, tanto de 
los organismos pûblicos como de los sectores suministradorcs, debe -- 
ser muy receptiva a las insinuaciones de los agricultores.
La estructura del sector agrario espanol délimita con mayor 
exactitud las caracter îsticas que debe reunir nuestro modelo. l;:n los - 
modelos de innovacién inducida, Binswanger (1978), no se considéra un 
factor relevante las posibles limitaciones que al desarrollo de las i]i 
novaciones pudiera establecer cl nivel do la investigacién liâsica oxi£
f |0
tente (25). En el sector agrario espanol esta hipôtesis se traslada al 
segundo nivel de conocimientos, es decir, no solo se cumple en el ni—  
vel de investigacién bâsica sino también en la tecnologïa punta produc 
tiva. Espana no se encuentra en la funcién de metaproduccién de Hayami- 
Ruttan (1971).
Si aceptamos la divisién tradicional de las innovaciones --
agrarias, innovaciones mecânicas, quîmicas, biolégicas, agronômicas, y 
analizamos su evolucién en el periodo a estudio, llegamos a la conclu- 
sién de que el modelo de cambio técnico que responde con mayor exacti­
tud a la realidad observada es un esquema teérico de eleccién de tecno 
logîa, donde la eleccién de tecnologïa estâ inducida por el comporta-- 
miento de los precios relativos de los factores. Una exposiciôn deta—  
llada de las razones que nos llevan a esta eleccién serâ realizada en 
el capitule 6 y sus siguientes.
Nuestjo modelo de eleccién de tecnologïa debe rendir pleite- 
sïa a la idea original de Ahmad (1966) y a la adaptacién realizada por 
Hayami-Ruttan (1971) aunque las modificaciones efectuadas han hecho -- 
que los supuestos e interpretaciôn del modelo sean algo diferentes por 
lo que los posibles errores cometidos no son achacables a los citados 
autores sino a nuestra propia construcciôn.
En cada momento las posibilidades de producciôn del sector - 
se describen por un conjunto T (2-2-1), con una frontera de posibilid£ 
des de producciôn Y (A-1-14) que se supone exôgena al modelo. A este - 
supuesto se le podrîa objetar el carâcter de especificidad local de la
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tecnologïa agraria. Este fenômeno no parece habor sido de gran irapor-- 
tancia en el sector agrario espanol y, en todo caso, las investigacio- 
nes realizadas en nuestro païs se han reducido a la adaptacién superf^ 
cial de la tecnologïa forânea a nuestras condiciones. El carâcter exé­
geno de esta frontera de eficiencia, tiene fuertes repercusiones sobre 
nuestro sector agrario ya que, como veremos, los agricultores espano—  
les contribuyen a la financiacién de las innovaciones a través de los 
precios, patentes y el mismo comercio exterior.
Dentro de estas posibilidades tecnolégicas las empresas pun­
ta seleccionan su tecnologïa productiva conforme a las condiciones del 
mercado escogiendo aquella que minimice sus costes de produccién. Este 
comportamiento de los empresarios hace que el modelo de eleccién de -- 
tecnologïa sea sensible a las variaciones en los precios ielativos de 
los factores. La estructura del sector se constituye en torno a estas 
tecnologîas punta y estâ formada por un conjunto de empresas con d i s-- 
tintas condiciones têcnicas y econémicas de eficiencia. L.-is clas 1:1 cida^
des de sustitucién de las isocuantas représentâtivas de las tecnolo--
gîas posibles y de las têcnicas punta puestas en funcionamiento en el 
sector no son coïncidentes en el caso general, siendo la elasticidad - 
de sustitucién de la funcién fronteriza de produccién inferior a la -- 
mostrada por la frontera de posibilidades de produccién. Esta frontera 
de posibilidades Y représenta pues la cnvolvente de todas las posibles 
tecnologîas en funcionamiento. La disminucién de la elasticidad de sus 
titucién en la funcién fronteriza implica que adoptamos una tecnologïa 
agraria putty-putty con posibilidades de sustitucién cx-post aunque es 
tas sean mas reducidas.
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La Gvoluciôn de la freniera de posibilidades de produceI6n,Y, 
y las condiciones de precios reinantes en el mercado marcan las direc­
trices para el proceso de cambio tdcnico que se desarrolla en el sec-- 
tor.El funcionamiento del modèle puede describirse con mayor facilidad 
cen la ayuda de la figura 3. Las limitacienes que supene la représenta 
ciôn grâfica en des dimensiones tratarê de superarias a centinuacidn.
En la figura 3 se expresa grâficamente la evoluciôn de las - 
isecuantas representativas a través de la representaciôn de su ferma y 
situaciôn en dos instantes del tiempe, espacie de -
des facteres de preduccidn, x^,X2 ; ,x^ E . Las isecuantas designa-
das per les simbolos, F(x), Y , representan la funciôn frenteriza y la 
frentera de posibilidades de preduccidn respectivamente. Si la frenie­
ra de posibilidades de preducciôn eveluciena neutralmente en el senti-
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do hicksiano, pasa a ser Y^, la elecciôn de la tccnologîa aproptada 
dépende exclusivainonte de las condiciones del mercado. Para un nivel - 
de los precios relatives constante, bien a, bien 3, la funcidn fronte- 
riza evelucienarâ de F^(x) a Fgtx) e de F|(x) a F^(x) respectivamente. 
Si cl vector de precios pasa de a a 3 en el intervalo entre tj^ y t^, - 
la funciôn frenteriza pasarâ de F^(x) a F^(x) haciéndose mds intensiva
en el factor de producciôn relativamente mds barato x_. Si la situa--
ciôn fuera la contraria, paso de 3 a n  , la tecnologîa selcccionada se 
rîa mSs intensiva en el factor x^, de F^(x) a F^ (x) . 7vfîn en condicio-- 
nes de estabilidad de los precios relatives de los factoros de produc­
ciôn la tecnologîa punta puede Iiacerse mds intensiva en un deLej-minado 
factor si existe un sesgo en ese sentido de la evoluciôn de la frente 
ra de posibilidades de producciôn. En la figura 3 el dihujo muestra un 
case de evoluciôn de las posibilidades de producciôn luicia una mayor - 
intensidad en e] use del factor x^, en efecto, para a constante, 6*, - 
correspondiente a la frentera Y^, es menor que 6 , correspond renie a - 
la frentera Y^. En este supuesto la tecnologîa f)unta evo 1 ueionar a, en 
el transcurso del intervale de trempo analizado, de la posteion F^  (x) 
a F*(x). En el caso general en que la tecnologîa punta evoJucione de - 
F^(x) a F*' (x), la elecciôn de la tecnologîa estarô mot i vada pur la in 
teracciôn de ambas causas, el sesgo de las posibilidades de producciôn 
y la evoluciôn de los precios relatives de los factores.
Como cstablocimos anteriormcnte, en la figura 3 lumios rrque - 
sentado las isocuantas f ronterizas, F(x), con una e.l ast.i cidad de sus ti_ 
tuciôn inferior a la de las frouteras de posibilidades Y. ta magnitud 
de esta difcrencia es imposible de precisar pero existe una situaciôn
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extrema que me interesarîa apuntar. iQue sucederS si la frontera de po 
Sibilidades de producciôn Y se toma mâs rîgida haciéndose su elastici- 
dad de sustituciôn muy prôxima a la de las F(x)? En este supuesto la - 
situaciôn del mercado tendrS una influencia despreciable sobre la elec 
ciôn de la tecnologîa apropiada, que quedarâ supeditada a las altera—  
clones de la frontera Y. Nos hallaremos en una situaciôn que podriamos 
calificar de dependencia tecnolôgica. Si las condiciones tecnolôgicas 
permanecen y la producciôn no se realiza en circunstancias ôptimas, - 
desde el punto de vista econômico en funciôn de la dotaciôn de recur—  
SOS del sector, se desatarô una fuerte corriente de incentivos hacia - 
la investigaciôn en tecnologîas apropiadas o, dicho de otra manera, pa 
ra liberar la frontera Y de su excesiva colonizaciôn.
El anâlisis con dos factores de producciôn, aûn con sus ven­
ta jas de simplicidad de exposiciôn, se muestra insuficiente en el sec­
tor agrario. En este sector, como ya hemos senalado, los inputs inter- 
medios tienen un papel muy importante en la introducciôn del cambio —  
técnico - papel que es exclusive en las innovaciones biolôgicas y qui- 
micas -, por lo que es muy conveniente pasar a una explicaciôn môs corn 
pieja con varies factores de producciôn. El anâlisis formai, desde el 
punto de vista funcional, se roalizarâ en los capitulos siguientes re- 
duciendose aquî a una representaciôn grôfica del funcionamiento del mo 
delo para très factores de producciôn agrupados por parejas (26). En - 
la figura 4 liemos dibujado un case ideal con très factores x^ , x^, x^. 
Los factores x^, x^ se comportas como complementarios en este memento 
y las pare jas x^  ^,x^ ; x^ ,x^ , como sustitutivos .
La evoluciôn de la tecnologîa de la posicion 3 a la 2 en la 
figura 4 en la grôfica / ha sido motivada por la elevaciôn relali
va de l.op precios del factor x . Esta evoluciôn - s upon i en, to fijns cl 
reste de las relaciones de precios - se convier te on un aumento en la 
intensidad del factor x^ y en una posiciôn productiva ineficiente des­
de el punto de vista econômico en la grôfica x^,Xj^. Se produce a si un 
efecto complejo motivado por la elecciôn inducida de tecnologîa confer
me a la variaciôn relativa de los precios de dos factores de prc'duc--
ciôn. Este fenôineno aparentemente complicado en la teorla es fâcil de 
apreciar en la realidad productive del sector agrario. Su cxistencia - 
nos incita a estudiar el papel que deseinpenan en la evoluciôn del cam­
bio técnico lo que podrlamos llamar "complejos" de factores como com-- 
plemento al anâlisis de los factoros indfviduales de producciôn. Estos
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"complejos" de factores se constituirân en base a los valores estima—  
dos de las elasticidades parciales de sustituciôn existentes entre las 
distintas parejas que puedan formarse de factores de producciôn.
Antes de finalizar este apartado qucrrîa hacer hincapiô en - 
dos ideas esbozadas por Salter (1960). En primer lugar la observaciôn 
de que cl interes de los empresarios, a pesar de las opiniones vcrti-- 
das en los congresos sobre productividad, radica en los precios,costes 
y bénéficies, y para ellos el incremento de la productividad es simple 
mente un medio de reducir costes salariales. Es decir, los empresarios 
son mas sensibles, en igualdad de condiciones, a las subidas de sala-- 
rios que a las subidas de precios de otros factores de producciôn. Es­
ta liipôiesis, de ser empîricamente contrastada, séria uno de los facto 
res explicatives de la actuaciôn de los "complejos" de factores apunta 
dos anteriormcnte. En segundo lugar la constataciôn de que una de las 
causas de la evoluciôn sesgada de la tecnologîa arranca de las fuentes 
de energîa utilizadas. Salter se pregunta si êsta serâ una caracteris- 
tica permanente. Su opiniôn es negativa. La actual crisis energética - 
parece confirmar esta visiôn,aunque el fallo del mécanisme provenga de 
unas causas no intuidas por Salter. La utilizaciôn de têcnicas cada —  
vez mas intensives en energîa y los problemas planteados tante por el 
agotamiento de las fuentes conocidas como por el incremento acelerado 
de su coste, parece apuntar hacia la necesidad de desarrollar tecnolo­
gîas mas avanzadas cuyo camino se oriente en otras direcciones.
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2-4. Proccso de Sust] tuciôn, Economîas de Escaln y Cain- 
bio Técnico.
Uno de los obstâculos para la dclimitaciôn y estimaciôn del 
cambio técnico radica en la dificil separaciôn de los efeeLos producti 
vos ligados a distintas causas como pueden ser, el proceso de suslitu- 
ciôn entre ]os factores de producciôn, las economîas de escala, el ses 
go de la escala y el mismo proceso de cambio técnico.
La dificultad nace de que las economias de escala - las va--
riaciones del producto en mayor, menor, o igual proporciôn como res--
puesta a variaciones proporcionales en la cantidad utilizada de faclo- 
res productives -, la sustituibilidad de los factores de producei on- -• 
modificaciones en las proporciones de los factores motivndas jjor la -- 
evoluciôn de sus precios relatives -, y las condicioncîs do homotecta - 
el sesgo en la utilizaciôn de los factores productives a causa de la - 
escala de producciôn -, son caracterîsticas têcnicas del proceso pro-- 
ductivo y la evoluciôn de la tecnologîa product.iva, el cambio técnico, 
se manifiesta a través de éstas y otras caracterîsticas têcnicas de la 
producciôn y enmascara en ellas sus efectos.
Plantearemos algunos ejeinplos que pueden ser su fi ci «mt.emente 
demostrativos. El proceso de mecanizaciôn que ha tonido y signe tenien 
do lugar en el sector agrario podemos considerarlo como un caso eviden 
te de cambio técnico en un sector produc tivo. Ibste proceso se ma ni fies 
ta en el sector agrario como un proceso de sustituciôn de mano de obra
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por maquinaria on las Eaenas agricolas. As! Hayami-Ruttan (1970) , des- 
pués de considerar la mecanizaciôn como un proceso de innovaciôn, esta 
blecen quo "los enormes avances en el indice de tierra cultivada y po- 
tencia por trabajador en el sector agrario USA indican una respuesta a 
las innovaciones mecSnicas que elevô la relaciôn marginal de sustitu--
ciôn en favor de la tierra y de la potencia trente al trabajo". En --
otro ejemplo. Griliches (1958), en su investigaciôn sobre la demanda - 
de fertilizantes, asevera que el tremendo avance en el uso de fertili- 
zantes puede ser ampliamente interpretado como un movimiento a lo lar­
go de una funciôn de producciôn realizado en respuesta a cambios en -- 
los precios relatives. El cambio técnico propiamente hablando, el des- 
cubrimiento de nuevas têcnicas de producciôn, no ha tenido lugar en el 
sector agrario sino que se ha realizado en la industria de fertili zan­
tes . Ha sido la reducciôn del precio relativo de los fertilizantes con 
respecto al de otros factores de producciôn lo que ha generado el pro­
ceso de sustituciôn de factores en el sector agrario. La introducciôn 
de cierto tipo de maquinaria, disenada para ser rentable en explotacio 
nés agrarias situadas por encima de determinadas dimensiones, es otra. 
situaciôn de solapamiento de efectos, ya que produce en dichas explota 
clones un sesgo en la utilizaciôn de ciertos factores que no se presen 
ta en las explotaciones de menor escala.
Los ejemplos anteriores son sôlo manifestaciones do un pro-- 
blema que en la Teoria de la Producciôn se plantea a dos niveles, por 
una parte en los aspecLos conceptuales de estas variables econômicas y 
por otra en torno a su representaciôn y medida o, en otras palabras, 
en problemas de identificaciôn en las formas funcionales que represen-
h\)
tan las posibilidades de producciôn.
A nivel conceptual los aspectos mas conflictivos parecon L 
tuarso on la distinciôn entre el sesgo del cambio técnico y cl proce­
so de sustituciôn. Ya hemos tocado este asunto en el apartado ante--
rior, donde expusimos las diforencias entre el esguema de Salter y el 
de los partidarios de los modelos de innovaciôn inducida y sus diver- 
gencins en torno al concepto de funciôn de producciôn. Profundizando 
de nuevo en las posiciones extremas del debate, la opiniôn de Sa 1 ten­
se enmarca, como él mismo reconoce, en la definiciôn de una funciôn - 
de producciôn ingenieril, "que incluya todos los disenos posibies" en 
funciôn de los conocimientos bésicos, o cientificos,di sponibles, en - 
la linea del trabajo de Chenery (1953). Los autores que han seguido - 
esta linea de razonamientos han desechado, en genera), la idea de cam 
bio técnico en su acepciôn tradicional. Para ellos, la funciôn dn pro 
ducciôn no admite desplazamientos ya que, para cada bi en o servie io, 
représenta la relaciôn técnica entre la cantidad de producto que se - 
obtiene y la cantidad de los factores transforniada. Asî , las var iacio 
nés en el producto sôlo pueden tencr como causa las al teraci ones en - 
la cantidad o calidad de los factores de producciôn (27). En el cr.mpo 
de las funcioncs de producciôn,que podriamos denominar "econônii car." - 
por distinguirlas de las anteriores, la no admisiôn de cambios cuali- 
tativos de los factores en la especificaciôn de la funciôn 1leva a -- 
considerar las variaciones en la productividad de los factores, produ 
cidas sin alternciones de su cantidad, como desplazamientos de la pro 
pia funciôn de producciôn o, en otras palabras, a identificar cl cam­
bio técnico. I
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Los problemas conceptuales se reflejan en la especificaciôn 
de las funciones de producciôn en situaciones de no identificaciôn de 
los parâmetros que simbolizan esas magnitudes econômicas. Situaciones 
que no dependen de la especificaciôn concreta de la funciôn de produc­
ciôn sino que impidon, en cualquier forma funcional y en ausencia de - 
supuestos previos sobre algunas variables, la estimaciôn simultanea de 
la elasticidad de sustituciôn,el sesgo del cambio técnico, los rendi-- 
mientos a escala y las condiciones de homotecia de la funciôn de pro—
ducciôn. Este tema serâ tratado con detalle a lo largo de la exposi--
ciôn en lo referente al sesgo del cambio técnico y la elasticidad de - 
sustituciôn. No se ha relizado una elaboraciôn al mismo nivel de las - 
condiciones de identificabilidad de las economîas de escala y del ses­
go de la escala por quedar fuera del alcance de nuestra investigaciôn.
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NOTAS.
1. Ln ml sma dcfiniciôn de Abramovitz (1956),en su pionero trabaJo so­
bre la realidad de un crecimiento econômico en gran manera indepen--
diente del proceso de acumulaciôn de capital,es ciertamente desalenta 
dora :"..una medida de nuestra ignorancia..".En sentido anâlogo Grili- 
ches (1963) establece la esterilidad cientîfica de : "...denomf nar al 
residuo no explicado de los cambios del producto como "cambio técni-- 
co"..",y aûn mâs la inutilidad de: " la medida,aunque sea exacta,de 
estos cambios si no sabemos en que consisten..".
2. Las expresiones invenciôn e innovaciôn,de uso muy restringido en -- 
la Teoria de la Producciôn,tienen usos diferentes entre los investiga 
dores de la producciôn de la tecnologîa.Llaman generaImcnte invenciôn 
a la creaciôn o descubrimiento de una nueva técnica,mientras que la - 
innovaciôn impi ica la aplicaciôn prâctica de una invenciôn y su explo 
taciôn industrial,con la consiguiente decisiôn empres.arial de ponerla 
en prâctica.Schumpeter (1934),Machlup (1962),Kennedy y Thirlwall (1972) 
emplean,entre otros,esta terminologîa.Nordhaus (1969),haciendose eeo 
de la propuesta de Machlup (1962) sobre la "proraiscuidad" del tcrmiuo 
Innovaciôn,no distingue entre ambas expresiones utilizando la de in-- 
venciôn en todas las ocasiones.
3. Un ejemplo demostrativo es la definiciôn de Nordhaus (196 9) que -- 
plantea como convenciôn terminolôgica lo siguiente: " . .en el arriot Iw- 
bitual - "jargon" en el original -,el cambio técnico significa tnovi-- 
mientos a lo largo de una funciôn de produce iôn mientras que el c a m ­
bio tecnolôgico se refiere a desplazamientos en la funciôn de produc­
ciôn . . " .Ni que decir tiene que en el "argot liabitual" de los i nvest i - 
gadores en la Teoria de la Producciôn la def iniciôn de camirio técnico 
es desde Solow (1957),"la def iniciôn convencional" - Abramovitz (1962), 
Jorgenson y Griliches (1967),Nishimizu y Nul ten (1978) -,es decir,des 
plazamientos de la funciôn de producciôn mientras que los rnovimientos 
sobre una funciôn de producciôn representan el proceso de sustituciôn 
entre los factores de producciôn.
4. Sin necesidad de echar mano de los "prejuicios nacionalistas,auto- 
ritarismo teutônico,pragmatisme britânico y urbanidad franccsn" de -- 
Machlup (1962),la raultiplicidad de enfoques y objetivos lo liace prâc- 
ticamonte imposible.
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5. Ver por ejemplo Schmookler (1966),Mansfield (1968),Kennedy y Thirl- 
wall (1972).Para una lectura de las ideas esenciales que subyacen en - 
estos trabajos en Salter (1960) se encuentra una exposiciôn magistral 
de las relaciones entre la tecnologîa -su producciôn y difusiân ,- y la 
productividad do los factores de producciôn.
6. En Kaldor (1932) encontramos una sugestiva ,aunque interesada,narra 
ciôn de este tipo de planteamientos que vuelven a estar plenamente en
boga en la actualidad.As! Sampedro y su reivindicaciôn de los presu--
puestos Gcolôgicos como necesariamente constitutivos de la ciencia eco 
nômica.
7. Implica, ademSs de la def iniciôn tradicional ,Hic)cs (1932) ,Solow (1957) 
Abramovitz (1962),Jorgenson y Griliches (1967) ,1a neutralidad del cam­
bio técnico.
8. Para un anâlisis detallado de estas caracterîsticas têcnicas y su - 
representaciôn grâfica en el esquema de una funciôn de producciôn con 
dos factores de producciôn,expresadas como condiciones satisfechas por 
el mapa de isocuantas,ver Salter (1960),Vazquez (19 ) y Nadiri (1970).
9. Peterson y Hayami (1977) sistematizan las distintas aproximaciones 
a la medida del cambio técnico de la siguiente manera:1) No existencia 
de cambios cualitatjvos - "No quality-change approach",Tolley (1961) - 
En ella se efectua la medida de los factores en unidades convenciona-- 
les y se toma el residuo como cambio técnico.2) Explicaciôn total -"Ex 
plain-everything approach",Jorgenson y Griliches (1967) -.Explicaciôn 
del residuo obtenido en ]a forma anterior por medio de ajustes cualita
tivos en los factores conveneionales o mediante la introducciôn de --
otros no convencionales.3) Explicaciôn parcial de los cambios cualita- 
tivos - "Partial-quality-change approach",Denison (1957,1961) -.Eos —  
ajustes cualitativos de los factores de producciôn obscurecen los cam­
bios a medir y solo son reflejo del coste social de poner en funciona­
miento los factores de producciôn de mayor eficiencia.
10. Abramovitz (1962): "...el coste - la utilizaciôn de recursos esca- 
sos con usos alternatives - es,después de todo,la piedra de toque de - 
un "i n p u t " Esta distinciôn es la que subyace en la aproximaciôn con
vencional entre desplazamientos y rnovimientos a lo largo de una fun--
ciôn de producciôn.
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11. Es una generalizaciôn,en los aspectos funcionales,de la exposiciôn 
de Fisher (1965) que destaca la siinetrla en la estructura funcional -- 
de la repercusiôn del efecto de incorporaciôn bien on el capital bien 
en el traba jo. En términos econômicos la asimetrîa que senala Fislier es 
clerta pero depende,en definitiva,del grado de "heroicidad" de los su- 
puestos restrictives.
12. El Lema 2-1 tiene una hilaciôn clara con lo anterior.El sesgo del 
cambio técnico en funciôn de los parâmotros de eficiencia de los facto 
res de producciôn de una funciôn de producciôn con dos inputs adopta - 
la forma:
ri j F
por lo que la vinculaciôn es évidente.
13. Entre otros pueden verse,Griliches (1960) ,Berglas (1965) ,Johansen 
(1972)...En el sector agrario Cochrane (1953) defendiô la hipôtesis de 
incorporaciôn frente a Schultz (1953).Es de destacar en este sector,-- 
aunque ya insistiremos mas adelante en esta idea,la import anc i a que -- 
juegan en la incorporaciôn del cambio técnico los inputs jntermedios, 
Ruttan (1960).
14. Adoptâmes en lo que sigue la définiciôn de tecnologîa de Shephard 
(1970) : "..consiste en ciertos medios alternatives,la organizaciôn de 
dichos medios y la utilizaciôn de bienes materiales y servicios que -- 
nos permiten la producciôn de bienes y servicios..".
15. Desde Salter (1960) el término se utiliza regularmento.El mismo -- 
Saltcr reconoce la paternidad del concepto en Grosse (1953).
16. Para un mayor detalle de la terminologîa empleada y de los concep­
to s y demos trac ion es oportunas ver el Apéndice 1 : "Las posil>i ] idades 
de producciôn de las empresas en la Teorla Economica de la Producciôn". 
En algunas ocasiones haré referencia a de f inicionos incluidas en cl -- 
Apéndice 1 citando la identificaciôn de su formulae iôn correspondiente.
17. El trabajo de Farrell (1957) supuso la apertura de este camino de 
investigaciôn que,aûn sin llegar a su final,tan buenos rosultados teô- 
ricos y emplricos esté produciendo.En el Capitule 4 trataré con mayor 
profundidad esta cuestiôn.
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18. Esta representaciôn, llâmada tambiôn de coeficientes de inputs, ha
si do utilizada con gran frecuencia en la Teoria de la Producciôn, ---
Friscli (1965), Fç!(rsund--Hjalmarsson (1974), y lleva a formulaciones dis 
tintas de los mismos conceptos ya establecidos que son de gran interés 
en determinados enfoques como en el anâlisis de las économies de esca­
la.
19. Timmer (1970) propone un procedimiento que permite comparaciones - 
intertemporales entre las empresas y decidir, mediante un indice do —  
eficiencia relative a una funciôn fronteriza, cual es la que observa - 
una evoluciôn tecnolôgica mâs profunda.
20. Para Binswanger (1978) scrian tambiôn partes intégrantes, una teo­
ria de la difusiôn do las innovaciones, una teoria y unos mêtodos para
la asignaciôn de los recursos dcstinados a la investigaciôn y unos ---
principios sobre la gestiôn de las actividades investigadoras.
21. El fenômeno, aparentemente sorprendente, de la constancia en la - 
]jarticipaciôn relativa de los factores a pesar del incremento observa- 
do en la relaciôn capital-trabajo es otra manera de expresar cuales -- 
lian sido los acicates de estos modelos.
22. No déjà de ser curioso que la idea no haya sido desarrollada, a pe 
sar de su temprano origen, liasta bien entrada la dôcada de les sesenta , 
La explicaciôn tal vez podriamos encontrarla en la influencia decisiva 
del trnI>ajo de Salter (1960) y en su autorldad incontestada entre los 
invest igadores delcambio técnico y la productividad de los factores.
23. Para un anâlisis en profundidad de estos modelos ver Man (1971) y 
sobre todo Binswanger (1978). En nuestra investigaciôn una profundiza- 
ciôn mayor no ha lugar, ya que cl planteamiento de un modelo de cambio 
técnico inducido cae fuera de los limites y fines pretendidos.
24. Como ejemplo tenemos las frouteras de innovaciôn de Binswanger --
(1978): frontera cientifica, frontera de tecnologîa o "metaproduction 
function" y do distribuciôn de las realizaciones o "achievement distrl_ 
bution".
25. Este supuesto parece plenamente justificado por la evidencia,* cn-- 
tre otros Schmookler (.1966) establece un desfase superior a la decena
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de anos entre el descubrimiento de principios cientificos y las prime­
ras adaptaciones de êstos a innovaciones productives.
26. Una representaciôn anâloga es utilizada por Ilayami-Ruttan (1971) - 
para la descripciôn de las innovaciones mecânicas y biolôgicas. La cia 
sificaciôn de las innovaciones agrarias en estas dos categorîas se de- 
be al estudio de dos paises, USA y Japon, con dotacjones de recursos - 
agrarios extremas. Para paises con dotaciones intermedias, como es el 
caso espanol, este esquema no es tan évidente a no ser que nos limite- 
mos a calificarlos como "posiciones intermedias".
27. En Wibe (1978) encontramos un intente de introducir el cambio téc­
nico en las funci< nos de producciôn ingenieriles. Para 61 la funciôn - 
de producciôn solo estâ definida en un con junto de posilij 1 idades de -- 
elecciôn,determinado por las restricciones que a los inputs imponen -- 
el conocimiento y el acceso a las têcnicas de producciôn,y el anâlisis 
del cambio técnico,definido axiomâticamente, se reduce al estudio de - 
las causas y de la forma de expansiôn de este conjunto de posibilida —  
des de elecciôn,bien en intensificaciôn, bien en ampliaciôn.
3, DIRECCION DEL CAMBIO TECNICO
Ln direcciôn del cambio técnico, idea avanzada por Ilicks---
(1932) ante la tendencia secular del proceso de cambio técnico hacia - 
nuevos sistemas productives que ahorran el trabajo por unidad de pro—  
ducto cn mayor proporcién que el capital, es un concepto analîticamen- 
te eficaz ya que nos permite caracterizar de una manera asimétrica la 
repercusiôn de ]as innovaciones sobre la utilizaciôn de los distintos 
factores de producciôn en el proceso productive. A pesar del consenso 
reinante sobre la validez teôrica y empîrica de este supuesto no hay - 
acuerdo entre los diversos autores sobre una definiciôn précisa del —  
sesgo o direcciôn del cambio técnico. Esta diversidad responded a la ma 
yor o menor importancia que en los distintos enfoques se concede a la 
relaciôn entre ciertas magnitudes econômicas.
Sato y Beckmann (1968,1969) han establecido una ti)'ologia de 
las posil)les definiciones de la direcciôn del cambio técnico conforme 
al criterio de mantener distintas hipôtesis de invariancia de ciertas 
relaciones econômicas. Entre las nueve definiciones alternatives que - 
proponen se encuentran las enunciadas por Hicks, Harrod y Solow,amplia 
mente utilizadas en la literature (1). Para Hicks el cambio técnico es 
neutral, ahorrador de trabajo (que emplea capital)- labour saving (ca­
pital using) en la terminologîa anglosajona -, o ahorrador de capital 
(que emplea trabajo), si deja inalterada, anmenta o disminuye la rela­
ciôn entre la relaciôn marginal de sustituciôn y la proporcién entre - 
los factores. Para Harrod la neutralidad y la orientaciôn del cambio -
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técnico hacia invenciones ahorradoras de trabajo o capital depende de 
su influencia sobre la relaciôn entre la relaciôn capital-producto y - 
el tipo de interés. Para Solow la relaciôn a tener en cuonta es la que 
se da entre cl producto por unidad de trabajo y cl tipo de salaries.En 
Beckmann y Sato (1969) se encuentran asimismo otras definiciones ecpii- 
valentos para las mismas ideas de Hicks,Harrod y Solow. Nadiri (1970) 
avanza una definiciôn unificada de los très tipos mas conocidos de cam 
bio técnico basada en la variaciôn del cociente de las participaciones 
relatives de los factores. La diferencia entre los très casos radica - 
exclusivamente en la relaciôn entre variables econômicas que se conser 
va. Asî:
3 fa 
at 3
 ^ - mayor, ahorrador de trabajo
0 - igual, neutral (3-1)
- menor, ahorrador de capital
^ -cte
donde a=F^K/F ; 3=Fj^L/F . Para ^=K/L es la def iniciôn hicksiri  ^
na ; si C'K/Y la de Harrod ; y cuando Ç=L/Y cl criterio es el de Solow
En cl anâlisis de la forma en que se conduce el proceso de - 
cambio técnico en la economîa se muestra de gran utilidad,tanto teôri­
ca como empîrica, el supuesto de que el cambio técnico eleva la efi--
ciencia de los factores productives con independencia de su edad y que 
esta elevaciôn de su productividad se manifiesta como si se produjera 
un aumento en la cantidad de los mismos - medidos conveneionaImente -, 
hipôtesis conocida como cambio técnico aumentador de los factores pro- 
ductivos.
b K
3-1. Modelos de Producciôn y Direcciôn del Cnnh.1 o 
Têcn ico.
Los modelos econômicos que incluyen el cambio técnico obli-- 
gan a introducir una familia de con]untos de posibilidades de produc-- 
ciôn cuyos miembros corresponden a diferentes cstados,bien en el espa- 
cio,bien en el tiempo,de la tecnologîa. En terminos formales la expre- 
siôn de T (2-2-1) pasa a ser:
T(z) { (x,y) |x E ,y e ,xeX(y,z) ,yeY*(z)} (3-1-1)
donde z r. Z, es el vector que représenta el cambio técnico, y 
los conjuntos X, Y* , corresponden a , (A-1-12) , (A-1-11 ) , respectivav.iente. 
Sin pérdida de generalidad econômica podemos suponer que Z es un sub—  
con i un 1 :0 de R^ y, en este caso, le llamaremos t.
Si empleamos la representaciôn de las posibilidades de pro-- 
ducciôn que utiliza una funciôn de producciôn,(A-1-19), la femilia de 
funciones de producciôn,para un solo producto y N factores de produc—  
ciôn, serîa :
Y= Y (x, z) / X E R*^  , z c Z (3-1-2)
La evoluciôn del îndice de la tecnologîa,z, no tiere por gué 
ser uniforme en el espacio o en el tiempo. La ûnica restricciôn que pa 
rece lôgico imponer es que supongamos que el cambio técnico favorece -
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la eficiencia técnica general del proceso de producciôn. Esta restric- 
clôn es évidente en los estudios con series temporales y parece menos 
Clara en los anâlisis con datos cross-section. Este comport am.] ento del 
îndice conlleva una evoluciôn hacia el origen de coordenadas de las -- 
isocuantas correspondientes al mismo valor del producto, es decir, pa­
ra dos valores 1 2 >1 1 , la isocuanta correspondiente a un producto y 0 fi 
jo referente a tz estâ situada dentro do la referente a t ,.
El supuesto aumentador de los factores o de med.ida de los in 
puts convencionales en unidades de eficiencia, a pesar de su apaiente 
generalidad, impone fuertes condiciones de regularidad a la familia de 
represen tac iones de la tecnologîa. La hipôtesis sign if ica (jne la fun-- 
ciôn de producciôn adopta la forma,
Y= Y(x *(z )) X*( z )= |x ]Ai (z) ,XzA 2 (z) ,Xj^ jAjj(z)|
(3-1-3)
donde x*(z) es un vector de N dimensiones cuyas component es, 
A^(z)x^, representan la medida en unidades de eficiencia de los d i s t i n 
tos factores productives. A^(z) es el parâmetro de eficiencia de x^, - 
factor medido en unidades convencionales (2).
La restricciôn funcional es évidente ya que licmos pasa do de 
una funciôn de Nil variables explicitas a una de N var i al) le s expl .ici -- 
tas.
Burmeister y Dobell (1969) han def inido 1 fis condiciones n r c e 
sarias y suficientes para que una funciôn de producciôn con N factores
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productives exprosada en forma general pueda formulnrse en la forma au 
mentadora de los factores. La aplicaciôn de los teoremas de dualidad - 
de Shephard-Uzawa permite una reformulaciôn del resultado de dichos au 
tores empleando una funciôn de coste como representaciôn de la tecnolo 
gfa. La representaciôn dual mediante una funciôn de coste hace posible 
la dcducciôn de resultados que o bien no podrîan ser probados de una -
manera general en el caso de la funciôn de producciôn o bien obliga---
rîan a imponer a la funciôn condiciones muy restrictivas de regulari-- 
dad.
Definimos una funciôn de coste, entendida como funciôn que - 
minimize los costes de la empresa sometida a la restricciôn de una tec 
nologîa dada, como:
C(y,p;t)= min{px|xcR^, peR^^, xEX(y)} (3-1-4)
Esta funciôn es positivamente lineal y homogenea en los pre­
cios de los factores de producciôn sin que esta condiciôn de regulari- 
dad anada ninguna limitaciôn econômica. Por lo tanto, y si aplicamos - 
el teorema de Euler y el lema de Shephard,
C(y,p;t)= ' p^= Ic^p^- XP (3-1-5)
Donde el vector x représenta los inputs que minimizan costes.
La expresiôn anterior en funciôn de las participaciones rela 
tivas de los factores en el coste se convierte en,
C.p,.
.= 1 / a .= — y;—  (3-1-6)
1  t
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La hipôtesis de cambio técnico aumentador de los factores so 
représenta como,
C= c(y,A^(t)p^)= c(y,Aj (t)pi ,Az (t)p2 , . . . .Aj^(t)p^) (3-1-7)
donde las A^(t) representan los parSmetros de eficiencia. La 
interprctaciôn econômica de estos parâmotros es inversa a la efectuada 
en la funciôn de producciôn. Cuando el proceso de cambio técnico avan- 
za, la eficiencia de los factores productives aumenta y se reducen los 
costes, por lo que estas funciones son no crecientes con el cambio téc 
nico,
^ A ^ ( t ) < 0  (3-1-8)
Aprovechando la condiciôn de liomocjeneidad lineal podemos--
transformar la expresiôn anterior en,
C*(y,p**)=C*| y,A*(t)p* ,A*(t)p*   N-l]
donde p*= —i precio relativo del factor i expresado -
 ^ Pm
en unidades del numerario N.
A. (t)
A*(t)= T— rpY factor de eficiencia relativa del factor 
N' '
pt*= A t (t)pf podriamos denominarlo precio relativo en 
unidades do eficiencia relativa.
y la funciôn C*= ^— rpt  (3-1-9)
N ' '
62
Lema 3-1-1. Supongamos que la tecnologîa viene representada por una —  
funciôn de coste, C(y,p;t), positivamente lineal y homoge­
nea, côncava en los precios de los factores / p>0. Llama-
mos p* al vector de precios relativos de los factores, ---
p*cR^^ . Suponiendo condiciones suficientes de diferencia- 
bilidad de la funciôn de coste, existen funciones positi—  
vas A^(t), i= 1,2, ...N, que dependen exclus!vamente del -
îndice de la tecnologîa t, con derivadas primeras conti---
nuas no positivas y con A^(0)=1, / i, y tambiôn hay una —  
funciôn C* positivamente lineal y homogenea en sus argumen 
tos y tal que C pueda ser expresada en la forma aumentado-
ra de los factores
C= C(y,p;t) = C*(y,A*(t)pt) (3-1-10)
si y solo si, existen funciones positivas At ( t) , i=l, 2 ... (N-1) 
que dependen exclusivamente del îndice de la tecnologîa, - 
con primeras derivadas contînunas y At(0)=1, tal que,siem­
pire que p^*- At(t)pt sean constantes,tambiôn lo sean todas
las participaclones relatives de los factores, a^, -----
/ i= 1,2, ..... (N-1) .
Antes de demostrar'este lema enunciaremos una relaciôn entre 
los parâmetros de la funciôn de coste en sus distintas formulaciones.
Lema 3-1-2. Las elasticidades de sustituciôn AES y las participaciones
relatives de los factores en el coste total tienen expre--
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siones équivalentes en la forma general de la funciôn de -
coste, en la forma aumentadora de los factores y en su --
transforraada C*.
Para la demostraciôn de este lema partimos de las défi nieio­
nes de ambas magnitudes, las ya ban sido definidas,(3-1-6). Las --
elasticidades parciales de sustituciôn de Allen (AEG) se expresan,en - 
funciôn de las derivadas de la funciôn de coste con respecto a los pre 
clos,como, Uzawa (1962), Binswanger (1974),
A C C .
= -p-pP- (3-1-11)
13
Si calcularaos las correspondientes derivadas parciales en la 
funciôn de coste;
(3-1-12)
1
(3-1-13)
6/i
y tambiôn (forma aumentadora general):
" 9(;^(t)pJ " I
3 (a ^ (t) p^)^9 (a j"(t) Pj j " â p T & T  (3-1-14)
por lo que sustituyendo y efectuando operaclones (3 :
^  “  " î f
P C  T 5
“ i ^ “ c ~  ^ Pi* "C^ = aj = P^A^(t) (3-1-16)
Tambiôn derivamos otra expresiôn que nos serâ de gran utili­
dad. La relaciôn que liga la elasticidad de sustituciôn y la participa 
ciôn relativa de los factores a travôs de las elasticidades cruzadas - 
de la demanda de inputs que minimiza costes con respecto al precio.
Definimos esta elasticidad,
d ln X .
hij = criiT-^ (3-1-17)
aplicando el Lema de Shephard (1953) y los câlculos anterio-
res se demuestra facilraente que;
"ij = -5^ " "ij “ 5 / -  (3-1-18)
Demostraciôn del lema 3-1-1.
a) Condiciôn necesaria.
Supongamos que la funciôn de coste puede expresarse en la for 
ma aumentadora de los factores.
(3-1-7)
Hacemos
A. (t)
dadas las propiedades de A^(t), las A t (t) cumplen propiedades 
establecidas en el enunciado.
Debido a la homogeneidad lineal de la funciôn de coste: 
C*(y,p**); supongamos que p^**(t) = cte / i,t
o lo que es lo mismo ^  pt* = 0 (3-1-19)
Si calcularaos las participaciones relatives de los factores:
: (3-1-16)
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y derivamos con respecto al Indice de cambio técnico, t :
at = pt*1 1
2
1 • T •C* i = 0 (3-1-20)
con lo que demostramos que tambiôn son constantes las parti- 
cipaciones relatives.
b) Condiciôn suticiente.
Partimos de la formulaciôn general de la funciôn de Coste: 
C(y,p;t) (3-1-4)
que expresada en funciôn de los precios relativos es:
P E P* e r;;": (3-1-21)C(y,p;t) = p^ Y (y,p*;t)
Supongamos que las participaciones relatives son invariantes 
a lo largo de un camino que conserva la eficiencia relativa de los pre 
cios relativos. Esto équivale a suponer que las participaciones relatif 
vas solo dependen de dicha eficiencia relativa, es decir:
= 4» (pt*) / i
3Y
C. 9p"
pero a^. = "c' = P? -ût' = 4>(pt*)i  Y ( 3 - 1 - 2 2 )
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3T Y
por lo que : ^  (3-1-23)
y haciendo operaciones :
d In Y = d Inp* $ (pf*) = "f" (p?*) d Inp** (3-1-24)
ya que nos desenvolvemos en un camino que préserva pt*.
Integrando la expresiôn diferencial,
j d l n Y  = l n Y  = j (pf *) d In p^* + B(t) (3-l-2!3)
y la funciôn Y toma la forma :
Ÿ(y,p*;t) = A^(t) C*(y,p**) (3-1-26)
con las equivalencias correspondientes.Si hacemos ahora,
C(y,p;t) = p^ A^(t) C*(y,p**) = G (y (t) p^ ,^ . . . ,A^ (t) p^ )^
(3-1-27)
la funciôn G es de la forma aumentadora de los factores.
Esta representaciôn permite extender el resultado a,
Lema 3-1-3. La representaciôn de la tecnologîa por una funciôn de cos- 
te en la forma aumentadora de los factores impi ica que las 
elasticidades de sustituciôn AES se conservan siempre que
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las partlcipaciones relativas de los factores sean constan 
tes. O lo que es lo mismo, las AES son funciones exclusi-- 
vas de las partlcipaciones relativas de los factores en di 
cha representaciôn de la tecnologîa (4).
A ^iiMemos vis to antes que (3-1-18)
por lo que, ^  ^  d/a.) + d/cyl ^
(3-1-28)
el primer termine de la expresiôn es nulo por las condicio—  
nés expresadas en el enunciado del lema; bastarA demostrar que el se—  
gundo se anula para que el lema 3-1-3 quede probado. Pero,
dT ' ' i j  '  A  ( P f  ^  I ‘ °
en virtud del lema 3-1-1 y de las condiciones de regularidad
oportunas.
Podrîamos completar la prueba del lema 3-1-3 demostrando la 
icia de la elasticidad de sustitucii 
/ i, lo cual es évidente por el lema 3-1-1.
independenc ituc ôn AES con respccto a pf*,
Una particularizaciôn del lema 3-1-3 al caso de dos factores 
de producciôn agregados, por ejemplo capital y trabajo, permite una re 
formulaciôn de la condiciôn necesaria y suficiente de Sato y Beckmann 
(1968) , que quedarîa de la siguionte manera ;
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Lema 3-1-4. Si el cambio técnico deja inalterada la elasticidad de sus^  
tituciôn siempre que las partieipaciones relativas de los 
factores sean constantes, la funciôn de coste (jue expresa 
la tecnologîa es del tipo aumentador de los factores.Tam-- 
biôn puede enunciarse como: la tecnologîa representada por 
una funciôn de coste es aumentadora de los factores, si y 
sôlo si, la elasticidad de sustituciôn depende exclusiva-- 
mente de la participaciôn relative de los factores.
La condiciôn necesaria se prueba aplicando el lema 3-1-3 al 
caso N = 2.
La condiciôn de suficiencia es :
C(y,p^,P2 ;t) = Pg c'(y,p*;t) con p*^ P^/Pg (3-1-30)
partîmes de a = 4>(a) (3-1-31)
la expresiôn de la elasticidad de sustituciôn se hace.
a =
C C i 2
dondeC|=^y'-B_M:) (g..,.g,)
^1^2 "1 ^1 "1' " 3 PI
efectuando operaciones podemos exprosar o en funciôn de los 
precios relatives y de la participaciôn rclativa de los factores como
(5) :
o = | ~ - ~  ( a - 1 )~^  + 1 = 4>(a) (3-1-33)
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integrando la expresiôn (3-1-33),
Ç(a) = In p* + In B(t) a =i|»(B(t)p*) = p* ™  (3-1-34)
que, integrando de nuevo para t=cte, nos lleva a,
C'(y,pJ;t) = A(t) g(B(t)p*,y) (3-1-35)
por lo que C = C(y,A^(t)p^,A^(t)p^) como queriamos demostrar.
Con la exposiciôn de los lemas anteriores hemos querido des- 
tacar que la hipôtesis de cambio técnico aumentador de los factores no 
deja de ser, como senalan Sato y Beckmann (1968) , un caso especial de 
neutralidad del cambio técnico (6). Esta neutralidad es una "combina—  
ciôn"de las definidas por Hicks,Harrod y Solow. Para el caso de dos —  
factores de producciôn y un solo producto facilitaremos una représenta 
ciôn grâfica de esta "combinaciôn".
En la figura 5, y para una funciôn de producciôn lienos ilus- 
trado la evoluciôn de las isocuantas unitarias en los distintos supues^ 
to s de neutralidad. El trénsito de Y a seré del tipo de Ilicks, de Y 
a Y^ del tipo de Harrod, mientras que el desplazamiento de Y a Y^ mos- 
trarâ una neutralidad del tipo de Solow (7).
Las definiciones de neutralidad de Hicks, Harrod, Solov/,tie- 
nen en comfin que representan una transformaciôn de la tecnologîa en la 
que el cambio técnico no altéra las participaciônes relativas de los -
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factores ni la elasticidad de sustituciôn. Desde este punto de vista - 
pertenecen a la clase de cambios técnicos aumentadores de los factores 
de producciôn. Como consecuencia, estas transformaciones tienen una -- 
propiedad geomêtrica general, la conservaciôn de la relaciôn de seine-- 
janza y del valor de la razôn de semejanza entre el triangulo compren- 
dido entre la tangente a la isocuanta en el punto de equilibrio y los
FIGURA 5
ejes coordenados y cualesquiera de los triangulos determinados por di- 
cha tangente, la proyecciôn del punto de tangencia sobre un eje y d i-- 
cho eje coordenado. En la figura 5 se conserva, para la isocuanta Y,la 
relaciôn de semejanza EOF'v EYD y su razôn a g o bien, la relaciôn de 
semejanza EOF'v-P’YG y su razôn ai. Hemos sistematizado las magnitudes 
que se conservan, segûn los diferentes supuestos, en el cuadro 1.
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En todos estos casos la propiedad geomêtrica variable que -- 
conduce a la conservaciôn de las relaciones y razones de semejanza, ga 
rantiza tambiên la invariancia de la elasticidad de sustituciôn. Toda 
transformaciôn de isocuantas que représente el cambio técnico aumenta­
dor de los factores podrâ ser considerada por tanto como una "combina­
ciôn" de los procesos neutrales analizados anteriormente. Esta "combi­
naciôn" no es ûnica (8 ).
Magnitud que se 
conserva
Transformac iôn 
Neutra1
Relaciôn de 
Semejanza 1
Razôn de 
Semejanza 1
Relaciôn de 
Semejanza 2
Razôn de 
Semejanza 2
Elastic idad 
Sus t i tueiôn
HICKS E OF ~E Y D3 d 3 3 3 a? E OF 'V'F Y G a a a a a Ol
o
HARROD «2 E^OF-VFY^^G Ol a
SOLOW EOF '''EY 0 
c c 02
EOF 'V F Y G 
c c c c Ol
o
AUMENTADORA
FACTORES
DE cualquiera 
anterlores 02
cualquiera 
anterlores
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CUADRO 1
Si volvcmos a generalizar nuestro estudio para tecnologîas - 
con N factores productivos el lema 3-1-1 caracteriza a las formas au—  
mentadoras de los factores de dichas tecnologîas como aquellas que ga-
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rantizan que las trayectorlas de precios relativos, a lo largo de las 
cuales se conservan las participaciones relativas de los factores, son 
proporcionales. Es decir.
P^(0) p*(t)
r*~(0 T " pY’ ("t ) / i = 1 , 2 , , (N-1);/ t (3-1-36)
siempre que p*(t), p*'(t), sean trayectorlas que conservan
las a.X
Asi, una vez conocido uno de los caminos, queda determinado 
todo el conjunto de posibles trayectorias. Cualquier elemcnto de êste 
puede obtenerse mediante la multiplicaciôn del ya especificado por un 
escalar.
Las definiciones tradicionales de neutralidad ban sido forum 
ladas para modelos de producciôn con dos factores agregados, capital y 
trabajo. La integraciôn de las condiciones que constituyen esas defin^ 
ciones alternativas de neutralidad ha permitidp determinar la clase de 
formas funcionales que estos supuestos implican; formas funcionales -- 
que resultan ser concreciones de la forma general aumentadora de los - 
factores (9). En los modelos que incluyen N factores productivos es —  
conveniente enunciar condiciones de neutralidad que establezcan ]imi-- 
tes entre las diferentes categorlas de cambio técnico. Parece lôgico, 
en este tratamiento de la neutralidad, partir de ]a descripciôn de la 
forma aumentadora de los factores efectuada en los lemas anteriores y 
generalizar las definiciones tradicionales.
7h
Distinguiremos dos tipos de neutralidad. En un sentido el —  
cambio técnico serâ neutral si conduce a una elevaciôn de la eficien—  
cia de todos los factores productivos por igual. Séria el concepto in­
tuitive de una "verdadera" neutralidad y que identificaremos con la de 
finicién de Hicks ampliada. Otro aspecto de la neutralidad serâ la que 
lleva al cambio técnico a elevar la eficiencia de un solo factor de —  
producciôn permaneciendo invariable la del reste de los factores, o —
bien a aumentar la eficiencia de (N-1) factores de producciôn mien--
tras deja inalterada la eficiencia de uno sôlo de ellos. Si tenemos en 
cuenta que los argumentes empleados para la distinciôn entre los facto 
res productivos - entre otros la consideraciôn de factores primaries o 
producidos de producciôn - no son fâciles de aplicar en el caso de N - 
factores, y que esta diferenciaciôn viene condicionada en definitiva - 
por los requisites de separabilidad funcional - y su otro aspecto, con 
dlciones de agregaciôn de los factores - estas ültimas manifestaciones 
de neutralidad podrîan ser consideradas como una extensiôn de los con- 
ceptos de Harrod y Solow.
Lema 3-1-5. El cambio técnico es neutral en el sentido de Hicks genera 
lizado si la tecnologîa puede describirse por una funciôn 
de coste (de producciôn), bajo condiciones convenientes de 
regularidad, de la forma:
Y = A(t) *G(x) C= A(t)*C(y,p) / x,peR +^+
0-1-37)
esta definiciôn nos permite enunciar :
Corolario 3-1-1-1. Una tecnologîa es neutral en el sentido de Hicks ge
75
neralizado, si y sôlo si, cuando todos los precios 
relativos (todas las relaciones entre factores) -- 
son constantes se mantienen invariables las parti- 
cipaciones relativas de los factores (1 0 ).
Para la demostraciôn de este corolario basta poner en el le­
ma 3-1-1 A*(t)= 1.
Lema 3-1-6. El cambio técnico es neutral en el sentido de puramente au 
mentador del factor i, si la tecnologîa puede ser expresa- 
da por una funciôn de coste (de producciôn), bajo condicio 
nés convenientes de regularidad, de la forma :
Y = F ( x^  ---,A^ (t) x^, . . . . ,Xj^  )
C = C ( y,p^,P2 '----,A^ (t)Pj^,----,Pj^  ) (3-1-38)
Aj(t)=l / jf
como consecuencia,
Corolario 3-1-1-2. Una tecnologîa puramente aumentadora del factor i - 
conserva la relaciôn C/p^ (o bien Y/x^),/ j Y '^icm 
pre que no se alteren las participaciones relativas 
de los factores. Burmeister-Dobel1 (1969).
Lema 3-1-7. El cambio técnico es neutral en el sentido de no alterar - 
la ef iciencia del factor i exclusivarnente, si la tecnolo-- 
gîa puede expresarse por una funciôn de coste (de produc--
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ciôn), bajo condiciones convenientes de regularidad, de la 
forma :
Y = (t) Xj) ;C = c(y,A^(t)Pj) ;Aj (t) =1; si j = i (3-1-39)
Corolario 3-1-1-3. Una tecnologîa "puramente neutral" con el factor i, 
conserva la relaciôn C/p^ (o bien Y/x^) sienpre que 
no se modifiquen las participaciones relativas de - 
los factores.
El concepto de neutralidad permite poco mas que el diseno de 
fronteras entre los distintos tipos de cambio técnico, por lo que se - 
muestra deroasiado restrictive para una explicaciôn satisfactoria de la 
forma en que el crecimiento de la eficiencia de los factores pmducti- 
vos tiene lugar en la realidad,ya que, en la mayorîa de los casos, el 
cambio técnico actua de una manera selective sobre determinados facto­
res de producciôn aumentando de una manera especial su demanda. Para - 
una descripciôn mas compléta del proceso que supere estas limitaciones 
ban sido empleados,de una manera general,modelos que incluyen défini—  
ciones y medidas del sesgo del cambio técnico (11). En estos esguemas 
el supuesto de neutralidad queda reducido al caso particular en que —  
los sesgos sean nulos.
Las medidas del sesgo se refieren habitualmente, al jgual -- 
que las de neutralidad, a modelos de dos factores (12). La extensiôn - 
de estas medidas a N factores de producciôn plantea algunos prcblemas 
entre los que podemos apuntar, la existencia de (N-1) medidas del ses-
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go para cada factor de producciôn, las posibles medidas alternativas - 
de la elasticidad de sustituciôn, y los diferentes valores de la elas­
ticidad de sustituciôn entre distintos pares de factores para una fac­
tor de producciôn dado. Sin embargo, podemos generalizar una défini--
ciôn reformada del sesgo del cambio técnico basada on los criterios e£ 
tablecidos para la forma aumentadora de los factores.
Lema 3-1-8. El sesgo del cambio técnico se mide, para cada factor de - 
producciôn, por la variaciôn, respecte al indice del nivel 
de la tecnologîa, de la participaciôn relativa de dicho —  
factor en el coste (en el producto) a lo largo de una tra- 
yectoria definida por una relaciôn invariable entre cier-- 
tas magnitudes econômicas. Formalmente,
®i" A  “i / i=l,2,___ ,N (3-1-40)
Ç=cte
Para B^^ <0 , el cambio técnico es ahorrador del factor i, neu 
tral para B^=0, e incrementa su empleo para B^>0.
Esta definiciôn del sesgo del cambio técnico recoge el senti_ 
do de que éste serâ ahorrador de un factor de producciôn si, a precios 
constantes de los factores en términos reales, disminuye el gasto rela 
tivo en dicho factor, mientras que serâ empleador de dicho factor si - 
por el contrario, en las mismas condiciones, eleva el gasto relativo - 
en el factor considerado.
Si concretamos la medida del sesgo a la hipôtesis de que la
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relaciôn entre las magnitudes sea igual a la relaciôn capital-producto, 
K= K/Y , obtenemos un sesgo que, para el caso de dos factores, estS im 
plîcito en la definiciôn de sesgo de Harrod (1948) . Para el autor el - 
cambio técnico es ahorrador de capital si para un tipo de interés cons 
tante hace disminuir la relaciôn capital-producto. Si la relaciôn ca- 
pital-producto disminuye y el tipo de interés no varia, la participa--
ciôn relativa del capital también disminuirS. El aumento de la rela--
ciôn capital-producto con productividad marginal del capital constante 
conducirâ a una elevaciôn de la participaciôn relativa del capital e - 
identificarâ un proceso que emplea el capital.
La medida de sesgo de Harrod es.A T
F^=cte
B>0 que emplea capital 
B=0 neutral
B<0 ahorrador de capital
En el caso B>0, la participaciôn relativa del capital se ha- 
KF,
>0  > B^ > 0
K/Y
5 ca
menor que cero, es decir, ahorrador de capital.
es decir, empleador de pital. En el caso B<0, B^ se hace -
El sentido de neutralidad de Hic)cs se identif ica como un de^ 
plazamiento homotêtico de las isocuantas hacia el origen. Para Ç=K/L, 
y dos factores de producciôn, la definiciôn del sesgo del lema 3-1-8 - 
esté determinada por la definiciôn hicksiana. En efecto, si para una - 
proporciôn constante de los factores se eleva su relaciôn marginal de
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sustituciôn ésto traerâ como consecuencia la disminuciôn de la partie^ 
paciôn relativa del factor situado en el numerador de la relaciôn mar­
ginal de sustituciôn.
El sesgo hicksiano puede expresarse:
B= ^  In RMS
B>0 ahorrador de trabajo 
B=0 neutral
K/L=cte B<0 que emplea capital
Para B>0, la participaciôn relativa del trabajo se hace, 
LF,
< 0  > Bj <0
K/L
es decir, ahorrador de trabajo. En el caso de que B<0, B^  se 
hace mayor que cero,denotando asî que el cambio técnico es empleador - 
de trabajo.
3-2- El Teorema de Imposibilidad de Diamond-McFadden.
Hemos definido una medida del sesgo del cambio técnico funda 
mentada en la evoluciôn de las participaciones relativas de los facto­
res a lo largo de determinadas trayectorias como una generalizaciôn re 
formada de las tradicionalmente empleadas para el caso de dos factores, 
Puede pensarse,en consecuencia ,que un anâlisis de esta evoluciôn basta 
râ para identificar el curso tornado por el cambio técnico; sin embar - 
go, los cambios observados en las participaciones relativas no solo -- 
pueden ser motivados por el cambio técnico sesgado sino que también —  
pueden derivarse del proceso de sustituciôn entre los factores debido 
a las alteraciones en sus precios relativos. Se plantea el problema de 
delimitar hasta que punto ambas causas han influido en el comportamien 
to de las participaciones relativas. En un sentido grâfico,1a soluciôn 
a esta cuestiôn es el conocimiento de la curvatura de las isocuantas 
de la funciôn de producciôn o ,dicho de otra manera,que los parSmetros 
de sustituciôn del proceso de producciôn tienen que ser estimados an - 
tes de que abordemos una medida del cambio técnico. Esta aparente inde 
finiciôn del sesgo no se debe a las limitaciones del enunciado, que po 
drian ser resueltas completândolo o modificSndolo, sino que es una ma­
nif estaciôn del llamado teorema de imposibilidad de Diamond-McFadden - 
(1965).
El teorema de imposibilidad, en la versiôn de Diamond-McFa - 
dden (1965) o en la de Sato (1970), establece la imposibilidad de iden 
tificar el sesgo del cambio técnico y la elasticidad de sustituciôn a
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no ser que existan hipôtesis previas sobre la cstructura del cambio -- 
técnico o sobre la forma de la funciôn de producciôn-Aôn disponiendo - 
de datos complètes sobre la evoluciôn de las magnitudes observadas en 
el mercado es imposible la estimaciôn simultanea del sesgo del cambio 
técnico y de la elasticidad de sustituciôn si previamente no establece 
mos las hipôtesis convenientes.
Diamond-McFadden formulan el teorema de imposibilidad a par-- 
tlr de una funciôn clâsica de producciôn (13) con dos factores de pro­
duce iôn, capital y trabajo,
Y = F(xi,X;;t) Y = f(xi/x2;t) (3-2-1)
La ûnica relaciôn existente entre las variables oljservadas, el 
sesgo del cambio técnico y la elasticidad de sustituciôn es:
(3-2-2)i -  Br at (Br) "  ^  ^ ^  (fr)
donde B = - ^  In es el sesgo hic)csiano.
Por lo tanto,toda funciôn de producciôn,con valores arbitra-- 
rios de B,o, que sea consistante con los datos que introduzcamos on la 
ecuaciôn anterior,serâ una posible representaciôn de las posibi]idades 
de producciôn. Nos encontramos en una situaciôn en la que hay que roso)^ 
ver una sola ecuaciôn con dos variables independientes por )o que su - 
soluciôn es indeterminada.
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Lema 3-2-1.Dadas series observadas positivas y regulares (14) de pro­
ducto por unidad de factor,proporciôn entre los factores y
relaciôn entre las productividades marginales, y*(t),-----
(xi/x2 ) * (t) , ( f z/f 1 ) * ( t) , O^t^t 1 <<» ,generadas por una fun--
ciôn neoclSsica de producciôn, y - f(xi/xz;t), que muestra 
una tasa de cambio técnico positivo en la trayectoria ob—  
scrvada,y dada una funciôn o*(t) ,0^t£ti ,positiva y cont^
nuamente diferenciable,existe una funciôn neoclSsica de -- 
producciôn, f(xi/x2 ?t), que genera asimismo las series ob­
servadas y que tiene una elasticidad de sustituciôn o*(t) 
a lo largo de la trayectoria | (xj/xz)*(t) ,tj .Diamond-Mc—  
Fadden (1965).
La demostraciôn de este Lema consiste en hallar una funciôn 
de producciôn que sea consistante con las series observadas obtenida 
mediante la modi ficaciôn algebrâica de la primitiva y que tenga una - 
elasticidad de sustituciôn arbitraria.
Corolario 3-2-1.En las condiciones establecidas anteriormente la fun­
ciôn de producciôn f(x,/xz;t) es consistante con los 
datos observados y présenta un cambio técnico con un 
sesgo arbitrario igual a,
« = f  k  - at (ït)
Sato (1970) parte en su exposiciôn de una funciôn de produc­
ciôn neoclâsica en la forma aumentadora de los factores.El teorema de
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imposibilidad se manifiesta en esta formulaciôn como la necesidad de - 
conocer "a priori" la elasticidad de sustituciôn para poder estiroar 
los parâmetros de eficiencia de la funciôn de producciôn y ya que no -
hay en general manera de identificar a (es decir la forma de la fun--
ciôn de producciôn) de ahî que sea imposible la estimaciôn en general 
(sin restricciones a priori) de estos parâmetros.
De = f |a (t) Xj ,B (t) X2 y = B(t) ff^t) .XiJ (B(t) X2 (3-1-3)
las ecuaciones que relacionan las variables a estimar o, A, B, 
y las observadas son:
Y  t “(Y s + Ï.L -B X;
B + « A _ B ^ ^  ^
f 2 B o IA b Xi X2
U  A _ BfA _ B ^ ^
1 A a (A B XI X2 J
(3-2-4)
Disponemos de un sistema de très ecuaciones con très incôgni 
tas. Si calculamos el jacobiano del sistema para ver si son las très 
Independlentes résulta:
J =
a 6
0 0-1
0-1 0
0
B _ h .
B f?.
A _ L l
A f,
= 0 (3-2-5)
8'i
Las 3 ecuaciones no son independientes por lo que el sistema 
es indeterminado y no podemos estimar simultSneamente el sesgo del cam 
técnico y la elasticidad de sustituciôn.
Aunque ambas formulaciones pudieran parecer équivalentes la - 
Introducciôn de la hipôtesis aumentadora de los factores en la defini­
ciôn del teorema, incorpora condiciones fuertes de regularidad para la 
funciôn de producciôn como hemos visto anteriormente. Esto se traduce 
en un aumento de la "identificabilidad" del problema considerado como 
han demostrado Diamond y McFadden (1965).
Como antes hemos senalado, en la producciôn con N factores 
productivos el teorema de imposibilidad se manifiesta en la indetermi- 
naciôn de las causas que han provocado el comportamiento observado de 
las participaciones relativas de los factores. En ausencia de restric­
ciones "a priori" existe una gama de representaciones alternativas de 
la tecnologîa consistentes con los datos y que corresponden a distin-- 
tas posibilidades de cambio técnico y sustituciôn. Si utilizamos una — 
funciôn de coste como representaciôn de las posibilidades de producciôn 
de las empresas podemos formuler el teorema de imposibilidad como:
Lema 3-2-2. Dada una funciôn de coste c(y,p;t), dual a una funciôn de 
producciôn convencional, dos veces diferenciable en p, que 
genera series observadas y regulares de coste, precios de 
los factores y demanda de inputs que minimizan costes, 
c*(t), p*(t), x*(t), y que présenta una tasa de cambio téc 
nico positiva en la trayectoria observada, 0£t^ti<», y da —
das funciones (t) , 0£t£t i , positivas y continuainente
diferenciables, existe una funciôn de coste con las condi­
ciones de regularidad anteriores C(y,p;t), que genera as 
mismo las series observadas y que tiene elasticidades de - 
sustituciôn AES (t) a lo largo de la trayectoria obser
vada.
En efecto, si partimos de la forma general de la funciôn de - 
coste, C(y,^;t), / y e , p e R^^, 0£t^tj^<“ , la evoluciôn de las
partlcipaciones relativas de los factores se représenta como:
N
=n^ dy + H2 j dp^ + (3-2-6)
donde TI2 j ' Hg, son funciones del producto, de los precios y del in
dice de la tecnologîa.
Al ser ésta la ûnica relaciôn que liga los fenômenos de esca- 
la, , los de sustituciôn, TI2 j » Y de cambio técnico, n^, con las va —  
riables observadas, se produce un fuerte problema de identificaciôn, - 
que solo puede resolverse con la introducciôn de supuestos "a priori".
Ya que no nos interesa analizar el fenôineno de escala supone- 
mos que la funciôn de coste tiene la propiedad de separabilidad fuerte 
entre la variable y, y el resto de las variables, es decir:
C = h(y) g(p;t) (3-2-7)
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esta hipôtesis significa,en términos econômicos,que no exis-- 
ten sesgos en la escala de la producciôn o,dicho de otra manera,que la 
funciôn de producciôn dual es necesariamente homotética.
Bajo este supuesto, ni=0 ,(15), y la variaciôn de las partic_i 
paciones relativas se hace,
N c C . C.C. 1
daj - J  - -gfL J(PpPj- Pjdpp +
ecuaciôn en la que se muestra el problema de identificabili—  
dad entre el sesgo del cambio técnico y las elasticidades de sustitu—  
ciôn.
Para hacerlo mas ostensible introducimos el supuesto de que - 
el cambio técnico adopte la forma aumentadora de los factores.Como he­
mos visto anteriormente esta restricciôn no hace desaparecer el proble 
ma de identificaciôn,
C = C*[A^(t) p^). h(y) (3-2-9)
En el Lema 3-1-2 comprobamos que las expresiones de las parti 
cipaciones relativas de los factores y de las elasticidades de sustit 
ciôn eran équivalentes en las formas general y aumentadora de los fac­
tores por lo que.
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Aj(t) Pj
da. (“ij-D <5 In s ^ T t n r (3-2-10)
si expresamos la formulaciôn anterior en forma matricial(16),
da = Y d In p - Y d In A(t) (3-2-11)
donde las matrices, da , d In p , d In A(t) , tienen dimen--
slôn Nxl y la matriz, y • NxN. ;
da =
dai
da.
dlnp -
dlnpi
dlnp.
din A (t) =
dl nAi (t)
dlnA^(t)
Y =
Y I 1
'NI
IN
'NN
(3-2-12)
El problema de identificaciôn se hace évidente en esta expre
siôn matriciel.La matriz y représenta las posibilidades de sustitu--
ciôn,mientras que la dln A (t) représenta el sesgo del camlîio técnico 
y ambos efectos estân mezclados.Los elcmentos do la matriz y se rola- 
cionan con variables dé significado econômico conocido de la siguien- 
te manera;
I «i«j(^ij-D / i ^ ]
”i”j + "j / 1 = 3 (3-2-13)
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es decir, los elementos de la matriz que représenta las posibilidades 
de sustituciôn son funciones de las partlcipaciones relativas de los 
factores en el coste total y de las elasticidades de sustituciôn AES,
Para superar la imposibilidad de identificaciôn planteada te 
nemos que recurrir a la imposiciôn de restricciones en nuestro plan—  
teamiento general. Estas restricciones toman la forma de hipôtesis de 
comportamiento de los parâmetros -elasticidad de sustituciôn, tasa y 
sesgo del cambio técnico, etc.- que caracterizan la tecnologîa de las 
empresas; hipôtesis que hacen operative el modelo desde el punto de - 
vista empîrico aunque limiten su generalidad teôrica. Los supuestos - 
de Identificaciôn empleados con mayor frecuencia son;
a) Hipôtesis de cambio técnico aumentador de los factores. - 
Diamond, McFadden y Rodriguez (1978) han demostrado, para una funciôn 
de producciôn neoclâsica con dos factores productivos, que esta hipô­
tesis acota el rango de no identificabilidad en la estimaciôn del se^ 
go del cambio técnico y la elasticidad de sustituciôn, pero que estas 
limitaciones no llevan a una identificaciôn compléta salvo en casos - 
determinados. Utilizando como criterios de clasificaciôn los signos - 
observados en las tasas de variaciôn del cociente de las elasticida-- 
des del producto con respecto al trabajo y del producto con respecto 
al capital, y de las productividades marginales del capital, y del 
trabajo, han establecido siete tipos de acotaciones y entre ellos, el 
caso en que la tasa de variaciôn del cociente de las elasticidades 
del producto es nula y las tasas de variaciôn de las productividades 
marginales tienen signos opuestos, identifica a la elasticidad de su£ 
tituciôn que se hace en este caso igual a la unidad.
89
b) Hipôtesis de cambio técnico exclusivarnente aumentador de 
la eficiencia de un factor productivo. Si suponemos que el cambio téc­
nico afecta a la tecnologîa de las empresas elevando la eficiencia de 
un factor productivo exclusivamente sin alterar la del resto, desapare 
ce la inidentificabilidad. En efecto, una manera intuitiva de ver el - 
significado de este supuesto es considerar que el sistema indetermina­
do de très ecuaciones con très incôgnitas planteado por Sato, para una 
funciôn neoclâsica de producciôn, aumentadora de los factores, con dos 
factores productivos, se reduce aquî a un sistema determinado de dos - 
ecuaciones con dos incôgnitas, el sesgo y la elasticidad de sustitu-- 
ciôn.
c) Especificaciôn de la funciôn de producciôn (coste o béné­
ficié) , participaciones relativas de los factores,tasa del cambio téc­
nico, sesgo del cambio técnico, elasticidad de sustituciôn, mediante - 
formas funcionales conocidas excepte un nûmero finito de parâmetros.
Este supuesto ha sido utilizado en aplicaciones empîricas, Da 
vid y van de Klundert (1965) , y permite identificar las magnitudes eco 
nômicas. Demostrémoslo para el caso de la elasticidad de sustituciôn.
Supongamos que la elasticidad de sustituciôn adopta la forma, 
n ]
o()t;t) = I 6^a^ (k; t) k = -—  y = f(k;t)
' (3-2-14)
donde las funciones a^(k;t) son funciones conocidas, por lo que la fun 
ciôn que représenta la elasticidad de sustituciôn estâ indeterminada - 
por los 0^ parâmetros desconocidos.
9 0
De la definiciôn de elasticidad de sustituciôn:
& In RMS 
9 In k
donde RMS =
por 16 que:
■9 In RMS = J 0 .a.(k;t)  ^In k
i=l  ^ ^
(3-2-15)
(3-2-16)
integrando esta expresiôn:
In RMS (k;t) = In RMS* (t) +
rk
= In RMS k*(t);t + ï e.
i=l
I (z;t).
&*(t)
(z;t)
dz
z
(3-2-17)
■'k (t)
en la anterior ecuaciôn k*(t), représenta la serie observada de rela­
ciôn entre los factores a lo largo del indice de tecnologîa. Como pode 
mos observar la relaciôn marginal de sustituciôn solo estâ indetermina 
da en un n? finito de parâmetros, 0^.
Derivando la ecuaciôn anterior respecto al îndice de tecnolo-
gîa» t,
RMS (k;t) ^ RMS (k;t) . y «
RMS (k; t) RMS* (k; t) i
i=l
d a.(z;t) (3-2-18)
dt ■ z
k (t)
1 kPor otra parte la expresiôn, — se hace:
o ' k ( t ) =  I 0 ^ a ^ ( k ; t )
i = l
k ( t )
( 3 - 2 - 1 9 )
Si restâmes ambas expresiones;
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+ I
i=l (t)
da.(z;t) dz /
~ d t  ~ T  ~ (3-2-20)
lia mamos al corchete f^(t), por lo que.
(3-2-21)
que también depende exclusivamente de los
Definimos unas matrices N, N^, 0 , la primera de dimension --
n x n  y cuyos elementos son; 
•t,
'F.(t) Tj(t) dt = N.j (3-2-22)
la segunda, N^, y la tercera, 0 , de dimensiôn n x l  y con ele
mentos,
ti
H'^ (t) B(t) dt = 0 = (0^) (3-2-23)
0
Definimos asimismo una funciôn de la matriz de los parâmetros 
g (0), como:
9 2
g(0) =
ti
0
esta funciôn es positiva y tiene un valor minimo igual a ce- 
ro cuando los parSnietros se correspondan con los valores observados de 
y*(t), k*(t), RMS*(t), 0£t^ti<«>; si calculamos las condiciones de mîn^ 
mo:
= 0 j = 1,2,....n
NjT = I Nj. j 0^ (3-2-25)
o expresândolo matricialmente N^= N 0
* _i
por lo que 0 = N (3-2-26)
el Cnico requisite de identificaci6n,ademSs del supuesto for 
mu1ado al principio,serâ la no singularidad de la matriz N.
d) Elasticidad de sustituciôn igual a un mültiplo de la —  
participaciôn relativa de uno de los factores.
Empleado por Sato (1970), su integraciôn da origen a las fun 
ciones de producciôn con elasticidad de la demanda derivada de los fac 
tores productives constante (CEDD).Para una funciôn de producciôn neo- 
clâsica con dos factores este supuesto se expresa de la siguiente mane 
ra:
o = aia o bien o = a^ 6 / a,,a% c
( 3 - 2 - 2 7 )
9'J
Estas igualdades implican que la elasticidad de la demanda - 
derivada de los factores es constante e igual a, a %, a?.Su integraciôn 
da lugar a:
a 2 ~1 1
Y =
a; -1
32 32
A(t) Xi B(t) X2 +
+ bzB(t) X2 b] e ;b2 e R
Y = ai-1
a.-l
ai 3)
A(t) Xi B(t) X2 +
bs c R^^ ;bM e R+ bi,A(t) Xi /
(3-2-28)
formas générales de funciones neocl^sicas de produceiôn CEDD. 
La expresiôn en forma aumentadora de los factores siempre es posible - 
en este desarrollo ya que la elasticidad de sustituciôn solo depende - 
de las participaciones relativas de los factores (17).
e) Elasticidad de sustituciôn o sesgo del cambio técnico -
constante.
Son los supuestos de identificaciôn empleados con mayor fre- 
cuencia en la literature.El primero de ellos da lugar a las conocidas 
funciones con elasticidad de sustituciôn constante (CES),
= ao + I a xj 
i=l  ^ 1
(3-2-29)
3 h
funciôn de producciôn con N factores productives, , y elas 
ticidad de sustituciôn constante y con un valor,
A 1
*^ij~ 1+ p if] =1,2,....N (3-2-30)
La hipôtesis de que el sesgo del cambio técnico es constante 
ha sido utilizada fundamentalmente en los anâlisis del comportamiento, 
a corto plazo, del proceso de producciôn.Este supuesto como caso part_i 
cular del apartado c) facilita una identificaciôn compléta de los parâ 
metros que caracterizan las posibilidades de producciôn de las empre-- 
sas.Sin embargo,bajo estas condiciones y para el caso general,no es po 
sible formuler de una manera sencilla una forma funcional que represen 
te la tecnologîa en uso.
En el estudio de procesos productives con N factores de pro­
ducciôn la suposiciôn de que el sesgo del cambio técnico sea constante 
nos permite deducir,a partir de la definiciôn del sesgo,que las parti­
cipaciones relativas de los factores son funciones lineales del indice 
de la tecnologîa.Aunque en el caso general las consecuencias de este - 
supuesto sobre la forma de la funciôn de producciôn no puedan ser for- 
muladas con simplicidad,este resultado permite la introducciôn,de una 
manera natural,de la constancia del sesgo del cambio técnico en las 
formas funcionales flexibles.
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NOTAS.
1. Beckmann y Sato (1968,1969) no s6lo clasifican las maneras de enten 
der la direcciôn del cambio técnico sino que desarrollan la intcrrela- 
ci6n existante entre la especificaciôn de la funciôn de producciôn y - 
el tipo de cambio técnico definido. Una vez definido el cambio técnico 
podemos obtener por integraciôn una forma funcional y viceversa. La co 
rrespondencia no es biunïvoca.
2. En el caso de dos factores de producciôn, la expresiôn se reduce a 
la conocida:
Y=Y(Ai(t)xi,Az(t)X2 )
para Sato (1970) esta representaciôn es apropiada dado que - 
permite el mantenimiento de la hipôtesis de homogeneidad lineal.
3. Por facilidades de representaciôn hemos hecho.
T. .=ij 9p**9p*’ 
9C
9(A^(t)p^)
9^C
il 9 (Aj. (t) p^) 3 (a^ (t) Pj)
La distinciôn con asteriscos no es una cuestiôn trivial im-- 
puesta por necesidades matemSticas y sin contenido econômico. Represen 
ta que las elasticidades de sustituciôn AES entre los factores produc- 
tivos medidos en unidades conveneionales equivalen a las medidas entre 
los factores evaluados en unidades de eficiencia y en unidades de efi- 
ciencia relativa.
4. Es una generalizaciôn de Sato y Beckmann (1968), Rose (1968) y Sato 
(1970) .
5. Deducciôn de la formula (3-1-33):
9a
9p*
f i
C 4 1 +
f i
c ' ^ ^ii
+ « (l-M)
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p* c "
Pî
c  CJ
+ 1
9a
9p*
Pî
g(1-g)
Pî
( g^ - g)
6. El cambio técnico es neutral en el sentido de que la elasticidad d 
sustituciôn permanece invariable cuando no cambian las participacion
relativas de los factores. Anâlogamente a lo realizado en los otros c
SOS de neutralidad podiamos définir un cambio técnico ahorrador del - 
trabajo y ahorrador del capital. |
7. Para un anâlisis mas detallado de estas representaciones grSficas 
pueden verse Burmeister y Dobell (1970) y Vazquez (19 ).
8. Podriamos poner el siguiente ejemplo grâfico:
\
La evoluciôn de Y a Y' es del tipo aumentador de los facto 
res ya que la elasticidad de sustituciôn no varia cuando no lo hacen 
las participaciones relativas de los factores. Evidentemente el cambi 
técnico ha producido un avance de la eficiencia de los factores Xi, 
de producciôn. Podemos avanzar de Y a Y ' por dos trayectorias: Y-A-Y' 
Harrod-Hicks, o bien Y-B-Y'.
9. Pueden verse entre otros Solow (1967), Sato y Beckmann (1968), Na 
ri (1970), Allen (1968).
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10. En el caso de dos factores K/L = cte, implica que a- cte, lo cual 
conlleva que dL/dK = cte, es decir la definiciôn de Hicks.
11. Desde David-Van de Klundert (1965), Diamond (1965), Fei-Ranis ---
(1965), el enfoque tiene una aceptaciôn general.
12. En Solow (1967) se encuentran definiciones de los casos mas conoc^ 
dos, Hicks, Harrod, Solow; su expresiôn en funciôn de los parâmetros - 
de eficiencia de la forma aumentadora de los factores y las relaciones 
funcionales que los ligan.
13. Una funciôn de producciôn se llama clâsica (A-1-25) si estâ bien - 
definida para valores de sus argumentes no negatives,es positivamente 
lineal y homogenea,continua y dos veces diferenciable en sus argumen-- 
tos, con derivadas primeras continuas y positivas y cuasiconcavidad es 
tricta. Se denomina neoclâsica si el cambio técnico es no regresivo y 
estrictamente neoclSsica si el cambio técnico es progresivo.
14. Las condiciones de regularidad de la serie observada implican la - 
no existencia de infinitas discontinuidades en el intervale de défini- 
ciôn y que no existan puntos de retroceso en dicho intervalo.
15. En efecto,
-  ^  ^  = p. « n  ^ ^  = 0
16. En la formulaciôn matricial de la ecuaciôn seguimos un artificit - 
empleado por Binswanger (1974) en su anâlisis de la funciôn translog.
17. En el caso en que ai=1, a?=l, se obtiene un resultado especial co 
nocido como funciones de producciôn de Bernoulli, Sato (1970). Para —  
a 1 = 1 , la funciôn de producciôn muestra una tasa constante de salarie - 
por unidad de capital, mientras que para a ; = 1, implica que el benefi-- 
cio por unidad de trabajo es constante.
4 . LA EFIÇIENÇIA_DE_MS_EMPRESAS_Y_mi_ÇAMBI9_J_ECNIC0
Una parte sustancial de la teorïa econômica de la producciôn 
parte de la hipôtesis de la existencia de racionalidad econômica en — , 
los sujetos, ésto es, de la hipôtesis que supone que las empresas tie-; 
nen un conocimiento complete de sus funciones de producciôn, coste e -! 
ingreso y que su comportamiento estâ vinculado estrechamente a las con 
diciones de maximizaciôn de los bénéficiés. Bajo este supuesto, y en - 
el marco de la tecnologîa existante, la eficiencia global, llamada tam 
bién eficiencia econômica, de una empresa que se enfrenta a un sistema 
exôgeno de precios de los factores de producciôn y del producto vendrâ 
reflejada por su mayor o mener capacidad para alcanzar el bénéficié mâ 
ximo.
Consideraciones de diversa îndole se engloban en el concepto 
de eficiencia econômica (1). Por una parte, la eficiencia global hace 
referenda a que las posibilidades de producciôn de las empresas se si 
tuan en el contexte de una tecnologîa especîfica, tecnologîa que vien 
fijada por los aspectos técnicos del proceso de producciôn o, en otra 
palabras, que représenta la resoluciôn del problema esencialmente téc­
nico de la transformaciôn de los recursos o de la "asignaciôn de los - 
recursos en el interior de la empresa", Walters (1963). Asî, una empr 
sa econômicamente eficiente en unas condiciones tecnolôgicas concreta 
no tendrâ por qué seguir siéndolo en otras diferentes. Por otra parte, 
los precios de los factores y del producto, que en una situaciôn de -- 
mercados compétitives se determinan exôgenamente a las decisiones em--
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presariales, afectan de una manera importante a la asignaciôn de recur 
SOS econômicos entre las empresas y entre los diverses sectores econô- 
micos al intervenir en la igualaciôn de las productividades marginales
de los factores de producciôn con sus costes marginales. Como conse---
cuencia, empresas globalmente eficientes en unas condiciones de pre---
cios deberân adaptarse a las nuevas condiciones del mercado si preten- 
den conservar su posiciôn. Finalmente, la dimensiôn o escala de la pro 
ducciôn altera la eficiencia de las empresas siempre que supongamos no 
homogeneidad de la funciôn de producciôn, es decir, planteemos la posi 
bilidad de economîas o deseconomîas de escala.
Las diferencias en las condiciones técnicas del proceso pro- 
ductivo pueden ser motivadas por circunstancias distintas en el espa-- 
cio y el tiempo. Pero, aûn en idénticas circunstancias espaciales y -- 
temporales, el punto de referenda que para la eficiencia de una empre 
sa supone una tecnologîa concreta no estâ exento de amJ^igüedad. Ta di£ 
tinciôn entre tecnologîas punta y tecnologîas médias, -"best practice 
techniques, average practice techniques"- en el anâlisis del proceso - 
de producciôn introduce este elemento de indefiniciôn. cA quô nos esta 
mos refiriendo cuando hablamos de la tecnologîa existente?, la tec­
nologîa mas avanzada en aquellos instantes, o a la tecnologîa utiliza- 
da por el mayor nûmero de empresas? Esta ambigüedad conceptual no radi_ 
ca en la teorïa sino en la misma realidad econômica y se transfiere a 
los anâlisis cuantitativos de esta realidad. la diferencia entre un -- 
procedimiento y el otro habrîa que buscarla en el tema de la innova-- 
ciôn y de la difusiôn de tecnologîa al que hemos hecho referencia en - 
2-2. la teorïa microeconômica establece que las posibilidades de pro--
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ducciôn de las empresas se representan mediante una funciôn de produc­
ciôn que es: "la expresiôn del mâximo producto alcanzable a partir de 
una combinaciôn de inputs en el estado actual del conocimiento técni—  
co", Carlsson (1957). Es por consiguiente la tecnologîa mas avanzada, 
la tecnologîa punta en el âmbito considerado, la que sirve de objetivo 
teôrico de comparaciôn para determinar la eficiencia econômica de las 
empresas. i
■ i
Observaciones efectuadas en las empresas nos demuestran que 
una gran parte de ellas no alcanzan la cantidad mâxima de producto que 
es posible conseguir con la combinaciôn de inputs que utilizan. Este - 
conjunto de empresas, inmersas en unas condiciones técnicas concretas, 
fracasan en la asignaciôn ôptima de los recursos en su interior. Estas 
deficiencias técnicas constituyen uno de los motives que contribuyen a 
la ineficiencia global. Se denomina ineficiencia técnica a la incapaci 
dad de las empresas para alcanzar dicho objetivo y su medida nos eva—  
luarâ el despilfarro de recursos debido a esta causa.
la incapacidad empresarial para ajustar su proceso producti 
vo a las circunstancias cambiantes del mercado, que se manifiestan en 
alteraciones del sistema de precios, aunque su producciôn responda al 
mâximo que senala su funciôn de producciôn, se conoce como ineficien­
cia con relaciôn a los precios o ineficiencia en la asignaciôn.
la eficiencia o ineficiencia de escala explica las diferen-- 
cias de eficiencia global que se deben al tamano de la producciôn. Si 
estudiamos tecnologîas representadas por funciones de producciôn homo
10 1
geneas estas diferencias de eficiencia dobidas a la escala son nulas. 
En presencia de economias y deseconomîas de escala estas diferencias 
pueden llegar a ser notables. En nuestro anâlisis nos referiremos mar 
ginalmente a este tipo de causas (2).
De la descripciôn realizada en los pârrafos anteriores se - 
deduce que la eficiencia global o econômica de una empresa es un con­
cepto estructural en cuya materializaciôn intervienen principalmente 
las causas enumeradas anteriormente y otras de menor importancia y co 
mo tal estructura debe ser estudiada. Sin embargo, y por cuestiones - 
de método, es conveniente, en un primer momento, un desarrollo analî- 
tico de sus elementos, eficiencia técnica, eficiencia de asignaciôn, 
eficiencia de escala, para pasar posteriormente a considérer sus in-- 
terrelaciones.
x,/y
A" x.A
FIGURA C
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Los coniponentes de la eficiencia global pueden detallarse pa 
ra el caso de dos factores de producciôn y un solo producto con la ayu 
da de la figura 6, que représenta el espacio de los inputs por unidad 
de producto.
Suponemos que estamos en presencia de rendimientos de escala. 
En la figura hemos dibujado las isocuantas unitarias correspondiontes 
a dos escalas diferentes de la producciôn, la curva DD' describe la —  
isocuanta unitaria de las empresas de pequena y mediana escala y la —  
EE' describe la correspondiente a las empresas de gran escala. La cur­
va IIH' es la envolvente de las anteriores. Las isocuantas unitarias re 
presentan el lugar geomêtrico de los puntos que indican la cantidad m^ 
nima de factores de producciôn que se necesitan para producir una uni­
dad de producto, si suponemos variables las proporciones de los facto­
res. La envolvente es el lugar geomêtrico de los puntos que senalan el 
coste mînimo para una producciôn unitaria teniendo en cuenta las varia 
ciones en los precios de los factores y producto y las distintas esca­
las de la producciôn. IIH' es tangente a las isocuantas unitarias, DD', 
EE', en los puntos n,B, respectivamente. Trazamos tangentes, rectas -- 
isocoste, a la envolvente, HH', y a cada una de las isocuantas unita-- 
rias, DD', EE', en su punto de tangencia comûn, a,g. Estas tangentes - 
tienen paralelas que son tangentes a la isocuanta unitaria distinta en 
el punto de intersecciôn de ambas isocuantas unitarias.
Supongamos que hemos observado una empresa A que emplea en - 
su producciôn unitaria las cantidades de factores de producciôn O A ’, - 
OA". Representada en la fig. 6, observâmes que esta empresa es econômi
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camente ineficiente ya que emplea cantidades superiores de factores de 
producciôn a las necesitadas para producir una cantidad unitaria de -- 
producto a cualquier vector de precios. Esta ineficiencia global puede 
describirse analiticamente de la siguiente manera: Si la empresa A tie 
ne una escala de producciôn mediana o pequena y los precios de mercado 
estân descritos por la tangente en a, la empresa eficiente vendrâ re-- 
presentada por el punto a, mientras que si el vector de precios pasa - 
por B, la empresa eficiente estarâ representada por el punto B. En el 
primer caso la trayectoria de A a apuede descomponerse en un tramo AD, 
distancia entre el punto A a la curva DD' medida a lo largo de una rec
ta que pasa por el origen, que représenta la ineficiencia técnica; --
otro Ba, distancia entre el punto B y el punto a medido a lo largo de 
la isocuanta initaria DD', que senala la inef iciencia con respecte a - 
los precios o de asignaciôn. No existe, para este vector de precios, - 
ineficiencia de escala pues la escala pequena y mediana es la eficien­
te en las condiciones de mercado. En el segundo caso la trayectoria de 
A a B puede dividirse en un tramo ÂB anSlogo al anterior ya que el pun 
to B, sobre DD', représenta una empresa têcnicamente eficiente en to-- 
dos los casos para esa escala de producciôn; otro By que senala la ine 
ficiencia de asignaciôn. En efecto el punto y, a dicho vector de pre­
cios, représenta una empresa pequena y mediana eficiente tanto técnica 
como en asignaciôn de recursos. Finalmente el tramo yB, distancia en-- 
tre Y y B medida a lo largo de la isocuanta unitaria EE', que désigna 
la inef iciencia de la escala ya que para el vector de precios que re-- 
presenta la tangente en B la escala de producciôn mas eficiente es la 
gran escala. En cada caso particular toda ineficiencia global puede -- 
descomponerse en estos très tipos de ineficiencia.
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Para funciones de producciôn homogéneas ambas isocuantas uni 
tarias coinciden y el mapa de producciôn se obtiene simplemente por -- 
transformaciones monôtonas de la isocuanta unitaria. Es évidente que - 
esta hipôtesis élimina la posibilidad de diferencias de eficiencia de- 
bidas a la escala de la producciôn.
La teorïa econômica especifica las condiciones bajo las que 
las empresas obtienen la misma cantidad de producto de una combinaciôn 
dada de inputs maximizando sus bénéficies y tienen por tanto una efi-- 
ciencia global équivalente como, equivalencia de las funciones de pro­
ducciôn; estar enfrentadas a un mismo sistema de precios; maximizaciôn 
de bénéficies perfecta y continuamente; no existencia de economîas de 
escala en la producciôn.
4-1. Las Funciones Fronterizas de Producciôn
Como ya hemos senalado, existen diferencias en el grado en - 
que las empresas consiguen alcanzar el mâximo técnico que supone una - 
funciôn de producciôn. Estas diferencias deben medirse en relaciôn a - 
una frontera de posibilidades de producciôn cuya construcciôn puede -- 
realizarse ateniéndose a los criterios establecidos en la teorïa econô 
mica o puede estimarse conforme a las técnicas estadfsticas basadas en 
el anâlisis de la varianza.
La especificaciôn de una funciôn teôrica de producciôn, la - 
funciôn de producciôn eficiente de Farrell (1957) o en la terminologia 
actual funciôn fronteriza de producciôn o funciôn de producciôn de téc 
nicas punta, que responda a las elaboraciones conceptuales de la micro 
economîa puede hacerse siguiendo dos orientaciones f undarnenta les, en - 
primer lugar mediante la especificaciôn de una funciôn de producciôn - 
elaborada por ingenieros, que exprese teôricamente la mayor produce ion 
alcanzable, por los procedimientos técnicos en vigor, a partir de una 
combinaciôn de inputs; en segundo lugar por la estimaciôn empîrica de 
una funciôn de producciôn que tenga en cuenta exclusivamente las obser 
vaciones que presenten mejores resultados de todo el universe de obr.e£ 
vaciones disponible.
La funciôn de producciôn ingenieril tiene la ventaja de res­
ponder a un criterio teôrico de mâxima eficiencia sin que influyan en 
ella aspectos que no sean los meramente técnicos del problema; sin em-
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bargo, la complejidad del proceso de producciôn de la empresa plantea 
sérias objeciones a su confecciôn. Los resultados obtenidos por este - 
procedimiento es presumible que sean ampliamente optimistes sobre la -
posible eficiencia de las empresas, por lo que su utilizaciôn como --
frontera de medida menospreciarâ en la mayor parte de los casos la ef^ 
ciencia alcanzada por éstas.
La estimaciôn empirica que tiene su origen en el universo de 
observaciones, aunque solo consideremos aquellas que obtienen mejores 
resultados, es una especificaciôn mas realista del proceso de transfor 
maciôn de los recursos en el interior de la empresa y a pesar de estar 
contaminada por aspectos no exclusivamente técnicos parece mas apropia 
da para medir respecto a ella la eficiencia técnica de una empresa.
El ajuste estadîstico de una funciôn media de producciôn 
-"average" production function- con la utilizaciôn compléta del univet 
so de observaciones de la producciôn de las empresas, bajo la hipôte-- 
sis de la existencia de perturbaciones aleatorias con esperanza nula, 
ha sido utilizado con gran frecuencia en la literatura econômica. La - 
frontera construida por este procedimiento permite que haya empresas - 
cuya producciôn, a igual combinaciôn de inputs, supere a la estableci-
da por la funciôn de producciôn lo que créa situaciones contradicto--
rias con los criterios teôricos. Sin embargo, a pesar de las contradic 
ciones teôricas, su abondante empleo se ha debido a razones fundamen—  
talmente estadisticas (3) como han sido el mayor desarrollo de la teo- 
rîa estadistica de las perturbaciones aleatorias con esperanza nula y 
la posibilidad de utilizar test estadîsticos para la contrastaciôn de
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hipôtesis previamente establecidas. Junto a esta razôn esencial se ha 
intentado desarrollar otro tipo de argumentes teôricos en su defensa. 
Para algunos las funciones médias de producciôn representan la tecnolo 
gîa media de las empresas del sector, la producciôn sostenida en aquel 
momento en el sector considerado; para otros es la funciôn de produc-- 
ciôn de la empresa de tamano medio. Al margen de estas reflexiones es 
évidente que cualquier contrastaciôn empirica de las elaboraciones teô
ricas de la microeconomia debe tener como fin la determinaciôn de la -
forma y localizaciôn de una funciôn fronteriza de producciôn, ya sea -
como un objetivo exclusivo sin ninguna vinculaciôn con funciones me--
dias estimadas, ya sea como un objetivo complementario a la estimaciôn 
de funciones médias.
Desde Farrell (1957) hasta nuestros dias, gran nûmero de eco
nomistas han elaborado modelos que emplean funciones de técnicas punta
de producciôn como método de medida de la eficiencia técnica. Todos -- 
tienen en comûn la consideraciôn de que una empresa es têcnicamente -- 
eficiente cuando la observaciôn de la cantidad de inputs empleada y el 
output alcanzado en su proceso de producciôn estâ situada sobre la fun
ciôn de producciôn fronteriza correspondiente a la escala de produc--
ciôn mas eficiente en las condiciones econômicas reinantes,y técnica-- 
mente ineficiente cuando cae fuera de ella. Sus diferencias radican en 
el diseho de la frontera de producciôn y, dado que esta aproximaciôn - 
tiene la ventaja de que permite estimaciones cuantitativas de la efi-- 
ciencia técnica de las empresas, en la definiciôn de los indices de -- 
eficiencia que la valoran cuantitativamente.
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El conjunto de los modelos alternativos de mayor importancia 
puede sistematizarse en très apartados:
1. Modelos causales o deterministas,
2. Modelos probabilîsticos.
3. Modelos estocSsticos.
Los modelos causales se edifican sobre la hipôtesis de que - 
el proceso de producciôn en la empresa es de naturaleza determinista. 
Empresas igualmente eficientes obtienen de una determinada combinaciôn 
de inputs la misma cantidad de producto. Las empresas que no consiguen 
el mismo producto de una combinaciôn de inputs difieren en su eficien­
cia técnica. Como consecuencia las observaciones efectuadas sobre las 
empresas que muestran un cierto grado de eficiencia técnica reflejan - 
asimismo la verdadera eficiencia técnica de éstas. El diseno de la —  
frontera de producciôn se hace en estos modelos en base a las observa­
ciones que extreman los mejores resultados ya que estas empresas mues­
tran y realmente poseen la tecnologîa punta. En este caso las fronte-- 
ras de producciôn se calculan en vez de ser estimadas.
Dentro de este tipo de modelos podrîamos distinguir dos co—  
rrientes, una la que tiene su origen en el trabajo de Farrell (1957) y 
que ha sido continuada por Farrell-Fieldhouse (1962) , Seitz (1970-1971 
entre otros autores y otra la que nace con el articule de Aigner - Chu 
(1968) y prosigue con Afriat (1972); Richmond (1974); F{?(rsund-Jansen 
(1977) y F(z(rsund-Hjalmarsson (1979) .
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Analizarcmos a continuaciôn los modelos de caracter determi­
nista, En un apartado posterior describiremos la aproximaciôn probabi- 
lista de Timmer (1970,1971). A pesar del interés que muestran los mode 
los de naturaleza estocâstica introducidos por Aigner-Love11-Schmidt - 
(1977) este tipo de aproximaciôn quedarâ fuera del alcance de nuestro 
estudio. Las razones que nos han movido a dejar al margen estos mode-- 
los se han derivado de la imposibilidad de estimarlos en los apartados 
empiricos de nuestra investigaciôn y de la necesidad de una mayor ela- 
boraciôn teôrica de las aproximaciones estocâsticas. Estas carencias - 
teôricas,que se hacen mas perceptibles en lo que atane a los aspectos 
fundamentalmente econômicos del concepto de eficiencia ya esbozados -- 
por Afriat (1972),son de por si motivo para una investigaciôn exclusi­
ve .
n o
4-2. Farrell y los Modelos Deterministas
El primitive modelo de Farrell (1957) consiste en la cons---
trucciôn de una funciôn de producciôn fronteriza, en el espacio de los 
inputs por medio de técnicas de programaciôn lineal y bajo la hipôte-- 
sls de rendimientos constantes de escala. Para la medida de la eficien 
cia de las empresas se define un Indice de eficiencia basado en la corn 
paraciôn entre una empresa cualquiera observada y otra empresa hipoté- 
tica que utilizara para su producciôn la misma combinaciôn de inputs, 
es decir, idénticas proporciones entre los factores de producciôn. Es­
ta empresa hipotética, no observada, se construye como una combinaciôn 
lineal de dos de las observaciones extremas, de tal manera que los pe­
sos utilizados nos den el objetivo apetecido en cuanto a proporciones 
entre los factores.
Farrell considéra empresas que producen una cantidad de pro­
ducto homogéneo mediante la transformaciôn de cantidades de n factores 
de producciôn, sin embargo y para mayor simplicidad en la déscripciôn 
supondremos dos factores de producciôn y el producto homogéneo. Supone 
mos también rendimientos constantes de escala y conocimiento de la fu 
ciôn de producciôn eficiente.
La hipôtesis de rendimientos ctes. de escala permite sintet 
zar toda la informaciôn têcnicamente relevante en la representaciôn d 
una isocuanta unitaria en el espacio de los inputs ya que el resto de 
mapa de isocuantas puede obtenerse a partir de ella por medio de tran
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formaciones monôtonas. Dibujamos la isocuanta unitaria y observaciones 
de las empresas en la figura 7,
2
FIGURA 7
Las empresas observadas A y B, tienen una eficiencia técnica 
équivalente y ésta es mâxima ya que las observaciones caen sobre la —  
isocuanta unitaria SS'. La empresa C de la figura cuya observaciôn no 
cae en SS' es têcnicamente ineficiente. Dicha empresa emplea una combi_ 
naciôn de inputs diferente a la utilizada en A y B por lo que las com- 
paraciones cuantitativas de eficiencia serian imposibles respecto a -- 
ellas,debido a esta cuestiôn Farrell define su indice de eficiencia 
econômica con relaciôn a la empresa no observada C  que estâ en la 
frontera y emplea idéntica proporciôn de factores. Este indice es el - 
cociente entre las distancias del origen a la empresa hipotética, C ,  
y a la empresa observada, C, medidas ambas distancias sobre la recta -
m m
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que pasa por el origen y por ambas. Este indice serâ la unidad para -- 
las empresas situadas en la frontera y serâ menor que uno para las em­
presas "ineficientes".
Hasta ahora hemos supuesto con Farrell que la isocuanta uni­
taria era conocida, pero precisamente su diseno es uno de los elemen-- 
tos de este modelo que lo caracterizan frente a otro tipo de aproxima­
ciones .
Farrell construye su frontera en el espacio de los inputs. - 
Para su diseno no parte de ninguna forma funcional preconcebida. Sin -
embargo, la misma entidad de la frontera de posibilidades de produc---
ciôn le lleva a introducir dos requisitos sobre la forma de la isocuan 
ta unitaria, convexidad hacia el origen y no existencia de puntos don- 
de la curvatura sea positiva. La primera restricciôn significa en tér- 
minos de eficiencia técnica que un incremento en la cantidad de un fac 
tor de producciôn empleada por unidad de producto iraplicarâ, ceteris 
pâribus, una disminuciôn de la eficiencia de la empresa,mientras que - 
la segunda eliminarâ la posibilidad de que un aumento de la cantidad - 
de ambos factores de producciôn pueda ocasionar una disminuciôn de la 
cantidad de producto. No supone continuidad de las isocuantas y aun -- 
mâs, como indica la figura 7, construye la frontera como una lînea qu 
brada formada por combinaciones lineales de las empresas observadas - 
mas eficientes.
La localizaciôn de la funciôn de producciôn eficiente se es 
tablece en este modelo aplicando métodos de programaciôn lineal (4).
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El procedimiento a seguir es el siguiente:
Considérâmes un conjunto de n empresas de las que disponemos 
observaciones de su proceso productivo. Cada una de ellas produce una 
cantidad determinada de un producto homogéneo utilizando cantidades de 
terminadas de m factores de producciôn. Tomamos cada una de las empre- 
sas como si fuera una actividad diferente por lo que cada una de las - 
actividades représenta el comportamiento productivo de una empresa.
Cada actividad, proceso productivo de una empresa concreta, 
puede describirse completamente por un vector de mxl elementos. Cada - 
elemento, al que llamaremos ajjç, significa las cantidades del factor i 
empleadas en la actividad k para obtener una unidad de producto. Desig^ 
namos al vector que représenta la actividad con el simbolo :
‘Ik
A. e r"* ; k = 1,2, ... ,n (4-2-1)k +
'mk
El objetivo de este modelo de programaciôn es determinar la 
localizaciôn de la isocuanta unitaria que envuelve al universo de ob-- 
servaciones y determinar la situaciôn de cada empresa k en relaciôn -- 
con el origen y dicha envolvente.
Dentro del universo de empresas existirân actividades efi--
cientes e ineficientes dependiendo de la cantidad do producto que pue­
da alcanzarse,en una actividad o combinaciôn de actividades, con las - 
cantidades de factores de producciôn que se emplean en la empresa k - 
para producir una unidad. Si el mâxiino posible de obtener coincide con
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con la unidad, la empresa k serâ têcnicamente eficiente y estarâ en la 
frontera de Farrell, en cualquier otro caso la empresa serâ ineficien­
te .
Para determinar el grado de eficiencia se plantean, como con 
secuencia de lo anterior, n problèmes formales de programaciôn lineal 
distintos, en los que las n actividades productives forman una matriz 
de coeficientes constantes A de dimensiôn (mxn) y en cada uno de ellos 
varia la matriz de coeficientes del segundo miembro de la ecuaciôn que 
es en cada caso el vector que describe una de las k actividades.
séria :
donde:
Expresândolo formalmente el problema de programaciôn lineal
Maximizar Xo = V'X |
con las restricciones < k = l,2,...n (4-2-2)
I
Xo= cantidad de producto obtenida por una actividad o combi­
naciôn lineal de actividades.
V - Vector de dimensiôn (nxl) con todos sus elementos igua-- 
les a 1. El que sea la unidad la dnica cantidad en las - 
ponderaciones es debido a que los productos son horaoge-- 
neos.
X = Vector de dimensiôn (nxl) cuyos elementos describen la - 
producciôn de las n empresas observadas.
A = Matriz de coeficientes, de dimensiôn (mxn).
11
A= A 1 A 2 A 3
ail 3 1 2 In
(4-2-3)
El indice de eficiencia para cada empresa se convierte con - 
estas notaciones en
(4-2-4)
“Ok
Donde es el valor mâximo de la funciôn objetivo cuando -
el vector del segundo miembro es el A^ . Las empresas que tengan por in
dice de eficiencia la unidad,constituirân la localizaciôn de la fun--
ciôn de técnicas punta de producciôn.
Farrell llama a la frontera de su modelo la mas conservadora 
o pesimista de las posibles en el sentido de que es el minimo reclnto
de eficiencia que envuelve a las observaciones, es consistente con --
ellas, y cumple las hipôtesis establecidas en cuanto a la forma - con­
vexidad hacia el origen y curvatura no positiva en todos sus puntos 
En base a este criterio la apreciaciôn de Farrell parece correcta ya - 
que queda delimitada por las observaciones extremas que se incluyen en 
la frontera. Una suavizaciôn de la quebrada liasta hacer continua la -- 
frontera, manteniendo las anteriores hipôtesis, serta una visiôn mas - 
optimiste de las posil^i 1 idades tecnolôgicas como puede apreciarse en - 
la figura 8. Hablamos de optimisme en relaciôn con la mâxima eficien-- 
cia alcanzable por las empresas, optimisme que tiene como contraparti-
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Quebrada de 
FARRELL
itéra continua
Frontera
Ingenieril
x./y
FIGURA 8
da una valoraciôn mâs negativa del grado de eficiencia alcanzado ac--
tualmente por las empresas observadas. Una aproximaciôn de este tipo - 
que construya una frontera continua como la representada en la figura 
puede llevarse a cabo mediante ajuste con técnicas de regresiôn con la 
restricciôn de que todos los residuos sean positives o por medio de —  
técnicas de programaciôn lineal aplicadas a una forma funcional previ^ 
mente especificada.
Indudablemente los aspectos mas optimistas de las posibilida 
des tecnolôgicas punta en el proceso de producciôn vendrîan dados por
el diseno de la frontera efectuado por ingenieros en base a procedi---
mientos de "laboratorio" sin casi ninguna relaciôn con la complejidad 
real de la producciôn en la empresa (5).
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No hemos explicitado en la exposiciôn del mélodo de Farrell 
una condiciôn que subyace a todo modèle determinista y aûn mAs a un mo 
delo como este que construye su frontera tomando en cuenta exclusiva-- 
mente un pequeno subcon junto de las observa clones disponibles. Esta h_i 
pôtesis implîcita es la ausencia de errores de medida en la obtenciûn 
de las observaciones. El supuesto parece algo fuerte y constituye une 
de les talones de Aquiles de les modèles causales. No analizard la va­
lidez e implicaciones de este supuesto en este memento y volveré sobre 
él en el anâlisis global de estes modèles.
Seitz (1970, 1971), en la linea del trabajo do Ferre)1-Field 
house (1962), amplia les resultados de Farrell introduciendo en el mo­
dèle rendimientos de escala. Esta hipôtesis habia sido considerada muy 
limitative per Nerlove (1965) y Aigner-Chu (1968) aunque el car^cter - 
de las criticas es anSlogo al de las efectuadas al supuesto de homoge- 
neidad lineal en las funciones estimadas de produccidn.
Los rendimientos de escala pueden repercutir sobre la efi--
ciencia de las empresas neutralmente o de una manera sesgada seqün su 
efecto sobre la combinaciôn de cantidad de factores de produccidn uti-
lizada. Seitz (1970) analiza ambos supuestos a travës de su repercu--
si6n sobre el mapa de isocuantas.
La informacidn técnicamente relevante cuando 1os rcndimien-- 
tos de escala son neutrales se halla concentrada en las isocuantas uni^  
tarias correspond!entes a las distintas escalas de produccion. Asi co­
mo bajo rendimientos constantes de escala el mapa de isocuantas podîa
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obtenerse a partir de la isocuanta unitaria a través de transformacio- 
nes monôtonas, la hipôtesis de rendimientos de escala, crecientes o de 
crecientes, neutrales obliga al conocimiento de las isocuantas unita—  
rias de las diferentes escalas. Sin embargo, como indica la fig. 9, es 
tas isocuantas tienen la propiedad geométrica de ser homotéticas (lo - 
que impliea que toda forma funcional que représente este mapa de iso—  
cuantas debe cumplir esta propiedad; solo las funciones homotéticas se 
rSn vSlidas en este supuesto), es decir, las tangentes a las isocuan­
tas en los puntos de intersecciôn de rectas que pasan por el origen —  
son paralelas y dichos puntos de intersecciôn son homotéticos. En la - 
figura las tangente en A, A', A" , son paralelas y ademâs:
OA" OB" OA" OB" OA’ _ OB’
OB
. ^
O B ' ' OA' OB' OA OB
A"
B"
FIGURA 9
11 9
La propiedad de homotecia impi ica que el conocmiento de una 
de las isocuantas unitarias y las razones de homotecia (que describen 
las distintas escalas de la producciôn) bastarian para dibujar todo el 
mapa de producciôn. Las variaciones en los precios relatives de los —  
factores no afectan a la escala ôptima de la producciôn que continua - 
siendo la misma. (Empresas econômicamente eficientes a distintas esca­
las utilizan la misma combinaciôn de inputs).
La no neutralidad de los rendimientos de escala oblicjn a co- 
nocer la forma y localizaciôn de las isocuantas unitarias como se re­
présenta en la figura 6. La escala ôptima de producciôn dopende de ]as 
variaciones en los precios relatives de los factores de producciôn. -- 
Otra representaciôn posible, ahora en el espacio de très dimensiones, 
séria la de considerar la escala de la producciôn como uno de los ejes 
coordenados y dibujar una superficie de eficiencia unitaria que englo­
bera como secciones a las isocuantas unitarias para cada escala de pro
ducciôn. Ver figura 10.
El câlculo de esta superficie de eficiencia se hace en dos - 
fases utilizando la programaciôn lineal. En la primera fase se calcu-- 
lan las isocuantas unitarias para cada escala de producciôn mediante - 
la introducciôn de un Indice que représente la escala de producciôn de 
cada empresa. En esta fase el método es igual al de Farrell. Hay tan--
tos problemas de programaciôn lineal como empresas, cada uno de ellos
puede formularse como:
Maximizar Xo = V  X |x>0
con las restricciones < k = 1,2,.... .n (4-2-5)
|BX<B^
supcrflclë de
_
l 1
FIGURA 10
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donde:
B = matriz de coeficientes de dimensiôn l(m+l)xn|.I 1 j
B =
Si Sz S 3 
a I 1 a 1 2 • • 
a 2 1 a 2 2 • •
Sn
aIn
‘2n
X o  S,
Ik
mk
(4-2-6)
B^ = vector de coeficientes de dimensiôn |^(mHl)xlj. 
siendo el resto de las matrices idênticas a las definidas en (4-2-2)
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La matriz B représenta las caracteristicas globales de las n 
empresas observadas. Sus columnas tienen por elementos el indice de la 
escala de la producciôn - superficie, n° de obreros, etc..-, y las can- 
tidades empleadas de cada factor para obtener la producciôn unitaria.- 
La matriz B^ contiene ademâs de la combinaciôn de inputs necesaria pa­
ra la producciôn unitaria en la empresa k, un indice de la escala de - 
la producciôn en la empresa k, XoS^. Como se observarô la duica modify 
caciôn respecto al modelo de Farrell se establece en la incorporaciôn 
del indice de la escala.
Una vez definidas en esta primera fase las isocuantas uni ta ­
rdas para cada una de las escalas de la producciôn, es necesario com-- 
pletar este anâlisis técnico con un estudio de los vectores de precios 
antes de définir un indice de la eficiencia de escala, aunque 6ste sea 
técnico. En efecto, en la figura 6 ya analizamos que la escala de pro­
ducciôn mas eficiente era aquella que, para un vector de precios con-- 
creto, era tg. a la envolvente. Si anadimos a la exigencia de que las 
empresas sean técnicamente eficientes el que lo sean con respecto a la 
àsignaciôn de recursos obtenemos un conjunto de empresas globalmente - 
eficientes para una escala de la producciôn que dibujan en la figura 10 
el camino de expansiôn.
El indice de eficiencia técnica de escala se calcula en base 
a un nuevo problema de prgramaciôn lineal. En él consideramos exclusi- 
vamente el subconjunto de las observaciones globalmente eficientes de 
la fase anterior, pero sin incluir en este caso los indices de escala 
de cada una de las empresas.
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Formalmente séria:
Maximizar X„ = V'X |x>0
con las restricciones < (4-2-7)
|AX<A^
donde las matrices se definen como en (4-2-2) pero el nûmero de activ^ 
dades y como consecuencia el nûmero de problemas de programaciôn lineal 
ya no es el primitive n, sino un subconjunto de él, n'^n, de empresas 
globalmente eficientes en cada escala de la producciôn.
El indice de eficiencia técnica de escala se define como el 
inverso del mâximo producto alcanzado en cada uno de los n' anteriores 
problemas.
Esta clase de modelos han sido aplicados en trabajos empiri- 
cos por Farrell (1957) y Seitz (1971) , el primero en el anâlisis del - 
sector agrario USA y el segundo en el sector de centrales térmicas pro 
ductoras de energia eléctrica USA, efectuando en ambas ocasiones compa^ 
raciones de eficiencia entre las empresas del sector y analizando la - 
evoluciôn de la eficiencia global de los sectores considerados.
Si hacemos abstracciôn de las cualidades y deficiencias comu 
nés a todos los modelos deterministas y nos centramos en las carâcte- 
risticas particulares del modelo de Farrell, éste tiene una serie de - 
ventajas évidentes en la medida de la eficiencia empresarial mientras 
que su mayor debilidad radica en el supuesto de rendimientos constan—  
tes de escala.
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Desde el punto de vista teôrico la quebrada de Farrell es la 
visiôn mas pesimista de una funciôn fronteriza de producciôn que sea - 
consistente con las observaciones obtenidas y no parta de hipôtesis - 
preconcebidas sobre su forma funcional. Cualquier otra forma funcional 
que pudiera ser una representaciôn de la tecnologîa punta necesita ba- 
sarse en hipôtesis mas severas que resultan difîciles de justificar —
desde el punto de vista econômico. Si mantenemos las hipôtesis de ----
Farrell, las criticas al diseno de su frontera de posibilidades de pro 
ducciôn (6), aunque numerosas, se refieren esencialmente a aspectos de 
formalidad matemâtica. En la figura 8 podemos observar que la simple - 
conversiôn de la quebrada en la linea curva que pase por todas las ob­
servaciones extremas implica el supuesto de que la frontera de eficien 
cia pasa por el arco de la curva en vez de por là cuerda,es decir, una 
menor cantidad de inputs por unidad de producto, pero, t.qué razones -- 
teôricas de indole econômica avalan esta hipôtesis? Es cierto que una 
linea quebrada no permite définir en todos sus puntos las elasticida-- 
des convenientes, sin embargo, con rendimientos constantes de escala, 
el mapa de isocuantas queda sintetizado en la isocuanta unitaria y ês- 
ta contiene toda la informaciôn relevante que permite el câlculo de -- 
eficiencias. Si quitamos la hipôtesis de rendimientos constantes de es 
cala el planteamiento se hace diferente. La necesidad de establecer -- 
comparaciones entre las isocuantas hace muy conveniente la asunciôn de 
una forma funcional con un grado suficiente de regularidad.
Por otra parte la simplicidad en el câlculo de la funciôn -- 
fronteriza y en la evaluaciôn de los indices de eficiencia convier te - 
el modelo en un procedimiento atractive para las medidas de eficiencia.
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Sin embargo es desde el punto de vista econométrico dpnde las criticas 
tienen una consistencia mayor. El câlculo directo de la quebrada de —  
eficiencia impide que se obtenga una informaciôn exhaustiva sobre la - 
funciôn fronteriza en cuanto a forma y localizaciôn lo cual dificulta 
el câlculo de Indices e impide cualquier tipo de comparaciones con fun 
clones médias de producciôn.
Podemos valorar por tanto el modelo de Farrell como muy pos^ 
tivo debido a la ausencia de hipôtesis dif idles de justificar y a su 
sencillez en el câlculo. Sin embargo, en planteamientos que obliguen a
relajar alguna de las hipôtesis de partida como la de rendimientos --
constantes de escala, el paso a primer piano de las indefiniciones del 
modelo teôrico y la mayor complicaciôn de los câlculos hacen poco con­
veniente la construcciôn de una frontera en el espacio de los inputs.
Aigner y Chu (1968) siguiendo el espiritu del trabajo primi- 
tivo de Farrell (1957), elaboran un modelo determinista en el que la - 
funciôn fronteriza de producciôn se calcula en el espacio input-output 
con la hipôtesis previa de que esta funciôn de técnicas punta de pro—  
ducciôn adopta una forma funcional conocida, que en su modelo es del - 
tipo Cobb-Douglas. Desarrollos posteriores en esta linea se deben a --
Afriat (1972) ; Richmond (1974) ; FjzJrsund-Jansen (1977) y Fç^rsund------
Hjalmarsson (1979).
Las coordenadas teôricas de estos modelos coinciden en esen- 
cia con las ideas presentadas por Farrell. Son modelos deterministas - 
que explican las diferencias en las cantidades obtenidas de producto -
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mediante la transformaciôn de una concreta combinaciôn de inputs en ba 
se a las diferencias de eficiencia en las empresas. Definen la funciôn 
de producciôn de un sector econômico - "industry production function 
como una funciôn microeconômica de producciôn que es "el limite mâximo 
posible de cantidad de producto que una empresa puede esperar obtener 
con una cierta combinaciôn de cantidades de factores de producciôn en 
el estado actual del conocimiento técnico durante el periodo de produc 
ciôn", Aigner-Chu (1968). Este objetivo ôptirao se basa en los resulta­
dos ôptimos observados en las empresas. La funciôn de producciôn del - 
sector no tiene nada que ver con la funciôn agregada que representaria 
la relaciôn entre outputs e inputs agregados en el sector econômico -- 
analizado.
Manifestaciôn de la causalidad del modelo es la definiciôn - 
de una funciôn de producciôn de la empresa, que coincide con la del -- 
sector para las empresas eficientes, que refleja la producciôn conse-- 
guida realmente y que se diferencia de la funciôn del sector en los va 
lores alcanzados por los parSmetros técnicos de la forma funcional.
Al lado de estas afinidades la construcciôn de una funciôn - 
fronteriza de producciôn en el espacio input-output permite eliminar - 
la hipôtesis de rendimientos constantes de escala sin comp] icar excesi^ 
vamente las estimaciones como sucedia en el modelo de Seitz ( 1970,1971) . 
La especificaciôn de una forma funcional conocida anade las ventajas - 
de utilizar los désarroi los teôricos existentes sobre sus caracterisl jL 
cas, homogeneidad, separabilidad, y sus implicaciones econômicas. Adc-
mâs ha permitido la aplicaciôn de los teoremas de dualidad de --------
Shephard-Uzawa-McFadden al câlculo de funciones fronterizas de produc-
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ciôn y por consiguiente una mayor profundidad en el estudio de las re- 
laciones tanto teôricas como empfricas entre las funciones de técnicas 
punta de producciôn y las funciones médias de producciôn.
La funciôn de producciôn del sector econômico es en Aigner—  
Chu (1968) una funciôn Cobb-Douglas. En su forma general para un solo 
producto y n factores de producciôn es
n _ .
Yj^  = A n e^ /k=l,2,3,.....,m (4-2-7)
donde;
cantidad de producto de la empresa k 
ai, A== parâmetros
Xik= cantidad de producto de la empresa k 
e^ = perturbaciôn aleatoria.
En un primer momento, el modelo considéra que todas las dife 
rencias de eficiencia se encuentran incluidas en la perturbaciôn alea­
toria.
La forma funcional Cobb-Douglas es lineal en los logaritmos, 
n
log Y. = log h  + I ai log x .. + log e.
o bien ^ n i=l ^ (4-2-8)
’'k = * "ik + ®k
o en expresiôn matricial Y = A'X + E.
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esta forma funcional tiene que estimarse de tal manera que la frontera 
de producciôn représente el mâximo producto alcanzable o, en tôrminos 
matemâticos, de tal manera que todos los residuos sean del mismo signo
A'X^Y A' = matriz de parâmetros estimados
(4-2-9)
La cuestiôn asî planteada tiene un elevado grado de indeter- 
minaciôn. Hemos asegurado que ninguna observaciôn. Y, supera la fronte
ra, pero, ^dônde situamos la frontera? Para resolver la indetermina--
ciôn Aigner-Chu plantean dos posibilidades: (a) minimizaciôn de la su-
ma de los cuadrados de los residuos; (b) minimizaciôn de la suma de -- 
los residuos.
La hipôtesis (a) es anâloga a la utilizada en los ajustes nû 
nimocuadrâticos, pero conduce en este caso a un problema de programa-- 
clôn cuadrâtica que no es coherente con la hipôtesis simple de la que 
hemos partido, igualdad del signo de todos los residuos, aunque sea -- 
conveniente utilizarla en el caso de ecuaciones simultâneas.
La hipôtesis (b) plantea el siguiente problema de programa-- 
ciôn lineal:
Minimizar: V'E |a ’>0
con las restricciones < /v (4-2-10)
IA'X^Y
Problema de programaciôn lineal que puede expresarse como sj_
que:
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m
Minimizar Y E.
k=l ^ I"
|ai>0 / i=l,2, ,n
con las restricciones < (4-2-11)
I n /sI ai log X . ^ log Y. 
i=0
pero, por otra parte : 
n
- Ej^  = log Y^ -  ^ ai log x^ j^  (4-2-12)
sumando para k = 1,2,..... ,n
m m n m
I \  = I I ai log X.. - I log Y, (4-2-13)
k=l ^ k=l i=0 k=l _
m
Observamos que  ^ log Y. es una suma de valores observados - 
k=l ^
que es constante, por lo que al minimizar la suma de los residuos para 
un valor determinado de la suma lo hacemos para todos los valores pos^ 
bles. Podemos desechar por tanto ese término de la minimizaciôn. Resul^ 
tarâ entonces:
Mi ( n m  ^ \I I ai log x., (4-2-14)
k=l i-0
expresiôn de la funciôn objetivo sometida a las anteriores restric­
ciones.
Los indices de eficiencia se definen en este modelo como la 
relaciôn entre los valores calculados y observados de la producciôn de
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las empresas:
Y
ly. = — —  / k = 1,2,..... ,n (4-2-15)
La construcciôn para la medida de la eficiencia de las empre 
sas, de una envolvente en el espacio input-output que représenta la niâ 
xima cantidad de producto que puede obtenerse, con ]a tecnologîa punta 
en un determinado instante del tierapo, de una combinaciôn de cantida-- 
des de factores de producciôn, a pesar de que esta formulaciôn esté -- 
restringida en el modelo Aigner-Chu (1968) a una funciôn de tipo Cobb- 
Douglas, sugiere la generalizaciôn de estos modelos de tal manera que 
la funciôn fronteriza de producciôn se construya con formas funciona-- 
les cuyas propiedades no se deben a dificultades técnicas derivadas de 
la misma forma funcional sino que se establezcan segûn hipôtesis géné­
rales de la teorla econômica o conforme a supuestos empîricos deduci-- 
dos de la naturaleza de las observaciones. Esta generalizaciôn se debe 
a Afriat (1972) , que incorpora ademâs novedades importantes en este ti^  
po de modelos.
Afriat (1972) desarrolla hasta sus ûltimas consecuencias los 
criterios causales del planteamiento. Si "la exactitud econômica es -- 
eficiencia, como consecuencia un error econômico puede ser expresado - 
como inef iciencia". Aunque este cri ter io es general en este enfo<jue, - 
en el mismo modelo de Aigner-Chu (1968) la especificaciôn de la fronte 
ra de posibilidades de producciôn se realiza conforme a un criterio es 
tadîstico, que la suma de los residuos sea minima. Este criterio esta-
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dîstico puede ser correcte o no para situar la frontera de producciôn 
segûn la significaciôn econômica que subyazca en las desviaciones medjL 
das, es decir, segûn refieje o no una diferencia en los procesos de —  
producciôn de las empresas. La explicaciôn econômica de los errores co 
mo derivados de la incapacidad de las empresas de alcanzar un objetivo 
mâximo y el establecimiento de medidas de eficiencia en base a esta ex 
plicaciôn, son uno de los elementos peculiares del modelo.
La funciôn fronteriza de producciôn se construye con formas 
funcionales clâsicas (7), que se calculan siguiendo el concepto econô­
mico de desviaciôn establecido. Las formas de las funciones de produc­
ciôn no se especifican en el planteamiento general y solo se alude a - 
determinadas formulaciones, C-D, CES, en los ejemplos analizados. En—  
tre las hipôtesis econômicas sobre los errores observados se introduce 
un supuesto en el que la eficiencia de las empresas se distribuye con 
una distribuciôn gamma de probabilidad.
La funciôn de producciôn acota por arriba los valores obser­
vados de la producciôn de las empresas. Los indices de eficiencia se - 
definen como el cociente entre los valores observados y los de eficien 
cia mâxima que proporciona la funciôn fronteriza.
Los criterios resumidos en los pârrafos anteriores se expre- 
san en un modelo general para la medida de la eficiencia que puede es- 
bozarse de la siguiente manera; consideramos un sector econômico en el 
que las empresas obtienen cantidades de un solo producto homogéneo por 
la transformaciôn de una cantidad determinada de n factores de produc-
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ciôn. El proceso de producciôn de una empresa estarâ simbolizado por - 
un vector (x,y) del espacio o bien, R^ x R^. La funciôn microeco
nômica de producciôn que représenta la frontera de posibilidades de -- 
producciôn serâ, y = f(x). f: r |^ ------ > R
Esta funciôn sirve como objetivo para la medida de la efi 
ciencia de las m empresas observadas.Las ûnicas restricciones teôricas 
plausibles a esta funciôn son la de ser una funciôn clâsica y la de —
acotar por arriba los valores observados. La localizaciôn de la fun--
ciôn obliga a establecer algûn tipo de hipôtesis de carâcter econômico 
sobre la eficiencia de las empresas.
Afriat establece como un primer supuesto el que todas las em 
presas sean eficientes, es decir, se encuentren en la frontera de pro­
ducciôn. El problema asî planteado, consiste en encontrar una funciôn 
clâsica de producciôn que contenga el conjunto de observaciones. En el 
caso general las condiciones necesarias y suficientes para que esto su 
céda, vienen dadas por el siguiente teorema:
Teorema 4-2-1. Afriat(1972). Para una muestra de observaciones que --
constituyen un conjunto de m elementos {(x^,y^)}, ----
x^eR^ , y^cR^, la funciôn:
F (x) = Max{ I y^A^ I )]x^ X^ ;<x,  ^ = 1, A^^O} (4-2-16)
es côncava y no decreciente y tal que y^<F(x^). Existe 
una funciôn no decreciente y côncava f(x) de tal mane­
ra que y^ = f (x^),
1 3 2
si y solo si
IXj.A.<x. > (^i>0,IXi=l) / i,j (4-2-17)
y esto se cumple si y solo si, y^=F(x^), o bien, ------
F(x)e{f^(x)}.En este caso F(x) es una funciôn que se co 
rresponde con la muestra y tiene esas propiedades.Ade-- 
mâs no es superior en ningûn punto a cualquier f^(x). - 
En todos los casos y aunque {f^(x)E(j)}, F (x) no es supe­
rior en ningûn punto a cualquier otra funciôn no decre 
ciente y côncava f (x) tal que y^ ^^ f (x^ )^ .
El teorema facilita la forma y localizaciôn de la funciôn —  
fronteriza mas pesimista para la muestra de observaciones que dispone- 
mos y que cumpla las propiedades de no decrécimiento y concavidad. La 
figura 11 représenta el caso de un solo factor y très observaciones.
La obtenciôn en la prâctica de esta funciôn se reduce a un - 
problema de programaciôn lineal anSlogo a los de los modelos anterio—  
res.
El supuesto de compléta eficiencia de todas las empresas es 
una hipôtesis estéril porque no se ajusta a la realidad y porque lleva 
râ en la mayor parte de los casos a la no existencia de la frontera de 
producciôn. Afriat sustituye este supuesto por la admisiôn de que las 
empresas no son todas eficientes pero se acercan a esta eficiencia eco 
nômica tanto como les es posible. Esto lleva a un criterio de localiza
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F(X)
FIGURA 11
ciôn de la funciôn fronteriza de eficiencia mâxima de las empresas, to 
dos los puntos que representan los procesos de producciôn estân sobre 
la funciôn de producciôn o lo mâs cercano posible. Empleando la misma 
notaciôn:
Yi = f(x^)u^ ^i
f (x^)
(4-2-18)
donde u^ es la eficiencia de la empresa i. Esta eficiencia puede to 
mar valores entre uno, cuando la empresa sea eficiente, y cero, cuando 
sea totalmente ineficiente. Como observamos en la expresiôn, esta efi­
ciencia viene condicionada por el denominador, f(x^), o sea, por la —  
forma y localizaciôn de la frontera de producciôn. Para su câlculo se 
emplea el criterio de hacer la eficiencia de las empresas mâxima (8).
13^ «
Enuncia en este caso un teorema anSlogo al anterior que def_i 
ne una funciôn fronteriza que puede calcularse mediante el uso de téc­
nicas de programaciôn lineal.
Hay que destacar que el término multiplicativo de eficiencia 
de Afriat oscila entre 0 y 1, mientras que las técnicas estadisticas - 
que consideran el factor de error aleatorio permiten su variaciôn en—  
tre cero e infinito. Sin embargo, esta distinciôn évidente queda vela- 
da en determinadas formas funcionales como la Cobb-Douglas. En las fun 
clones del tipo Cobb-Douglas, lineales en los logaritmos de las varia­
bles, el término de error se supone exponencial en la forma multiplica 
tiva de la funciôn por lo que al aplicar logaritmos obtenemos, siempre 
en las funciones ajustadas basadas en el anâlisis de la varianza, una 
perturbaciôn aleatoria cuyo valor puede oscilar entre cero e infinito. 
Si utilizamos la misma forma funcional para calcular una funciôn de —  
tecnologîa punta, el término de eficiencia multiplicative de Afriat se 
convierte, al aplicar logaritmos, en un error de ineficiencia que pue­
de variar entre cero e infinito (9). La coincidencia de ambas determi- 
naciones es exclusîvamente numérica pues su significado, en un caso es^  
tadîstico, en el otro econômico, es completamente diferente.
El caso general de comportamiento de las empresas de un sec­
tor econômico no responde a las dos hipôtesis anteriores. Es mâs lôgi- 
co suponer que las empresas son ineficientes en anâloga medida en que 
son eficientes dependiendo la proporciôn en que la eficiencia se dis--
tribuye de las caracterîsticas especîficas del sector considerado. --
Afriat aborda este planteamiento general mediante la especificaciôn de
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hipôtesis sobre la distribuciôn de probabilidad de las eficiencias. Si 
suponcmos que las empresas son ineficientes no podremos determinar la 
localizaciôn de la frontera de producciôn si no anadimos nuevas hipôte 
sis sobre las eficiencias.
No existen fundamentos teôricos que nos permitan establecer 
los supuestos sobre la distribuciôn de probabilidad de las eficiencias 
ni distinguir entre hipôtesis alternativas. La ûnica fuente de informa 
ciôn radica en el comportamiento de las observaciones obtenidas. Ante
la imposibilidad de obtener en la mayorîa de los casos esta informa--
ciôn empirica, Afriat, supone que las eficiencias responden a una dis­
tribuciôn de probabilidad sencilla como la beta. En expresiôn matemâti^ 
ca,
y^ = f(x^)u^ u^ = Y (^ ~ y j^j^l / i = 1,2, . . . ,m
^ (4-2-19)
Estas eficiencias, u^, se distribuyen segfin una distribuciôn 
beta de probabilidad, Mg(u), donde el parâmetro 0 puede tener un valor 
también supuesto o calculado en la forma que haga mâxima la expresiôn:
n lig(u^) (4-2-20)
Esta distribuciôn de probabilidad se supone independiente de 
X para una mayor simplicidad (10).
La condiciôn necesaria y suficiente para que exista una fun­
ciôn clâsica de producciôn que acote los valores observados por arriba
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y de tal manera que:
f (X.)
(4-2-21)
es que esta funciôn sea idéntica a: 
y p i
F(x) = Max l (4-2-22)
La funciôn de producciôn asî construida es una funciôn fron­
teriza situada de tal manera que la medida de la eficiencia de las em­
presas observadas con relaciôn a ella tenga una distribuciôn de proba­
bilidad, vig (u) , y que dichas eficiencias sean maximoverosîmiles.
La distribuciôn de probabilidad de las eficiencias se escoge 
por sencillez, en el supuesto de que la funciôn fronteriza adopte una 
forma Cobb-Douglas, como una distribuciôn gamma de probabilidad. Esta 
elecciôn tiene unas implicaciones dignas de tener en cuenta. Si las —
eficiencias, u, se distribuyen segdn una distribuciôn gamma, su fun---
ciôn de densidad de probabilidad tiene la forma
= f W
llg(u) = 0
donde F (6) = u®“  ^e"" du
/ O<u<“ ,0>O
en todos los demSs casps
(4-2-23)
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Estas expresiones nos hacen intuir que una representaciôn fa 
vorable de las eficiencias es aquella que las hace iguales a una fun—  
ciôn exponencial cuyo exponente se distribuya segûn una distribuciôn - 
gamma. En efecto si hacemos;
z = log - (4-2-24)
donde z es una distribuciôn gamma, las eficiencias, u, se -- 
distribuirân conforme a una funciôn de densidad de probabilidad.
Pg(u) l'(0) u)
0-1
/ 0<z<l, 0>O
Pq (u ) = 0 en todos los demâs casos. (4-2-25)
IICÜHA 12
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Si représentâmes grâficamente, figura 12, esta funciôn de —  
densidad de probabilidad en relaciôn con algunos valores del parâmetro 
0, observamos que segûn los valores tomados por 0 podemos clasificar - 
la eficiencia de las empresas. La figura 12-a muestra que las empresas 
son en gran manera eficientes, las 12-c, 12-d, que son en su mayor par 
te ineficientes y la 12-b que son eficientes e ineficientes de una ma 
nera equilibrada. Esta representaciôn nos puede servir como prueba de 
una hipôtesis empirica si de las observaciones intuimos un cierto com­
portamiento.
La esperanza matemâtica de las eficiencias distribuidas de - 
esa manera es:
1 “
E(u) - u pg(u)du = e“^Pg(z)dz = 2~® (4-2-26)
expresiôn muy simple que nos facilita la eficiencia media de 
las empresas del sector en relaciôn con la frontera de posibilidades - 
de producciôn. Esta eficiencia media no coincide ni teôricamente ni en 
los resultados con la eficiencia calculada con relaciôn a una funciôn 
media de producciôn.
Una medida de eficiencia mâs interesante porque refleja en - 
mayor grado la estructura del sector es el câlculo de la probabilidad 
de que una empresa tenga un grado determinado de eficiencia, es decir:
'-log c
Prob (u>c| = Mg(z)dz (4-2-27)
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El modelo de Afriat (1972) ha sido aplicado por Richmond 
(1974) al anâlisis empirico de la estructura de los distintos sectores
industriales noruegos en el ano 1963. Utilizando los datos de Grili---
ches-Ringstad (1971), Richmond calcula una frontera de posibilidades - 
de producciôn C-D suponiendo que las eficiencias se distribuyen como - 
una funciôn exponencial cuyo exponente es una distribuciôn gamma de -- 
probabilidad. Efectua medidas de la eficiencia media de los sectores - 
productives y de la estructura de los mismos.
Ya hemos dicho antes que la pérdida de generalidad sufrida - 
al estimar una funciôn fronteriza de producciôn en el espacio de los - 
inputs-output se contrapesaba por una serie de ventajas entre las que 
se encontraba la facilidad en el tratamiento de los rendimientos de es 
cala en la producciôn. Los modelos esbozados no explotan al mâximo las 
consecuencias de esta hipôtesis ya que al especif icar la forma funcio­
nal que adoptarâ la frontera teôrica de producciôn escogen funciones - 
del tipo Cobb-Douglas. En el modelo de Afriat (1972) el planteamiento 
es general y no desciende al anâlisis de las consecuencias de que las 
funciones fronterizas sean no homogéneas.
Supongamos que en la especificaciôn a priori de la funciôn -
de producciôn consideramos formas funcionales no homogeneas. La fun--
ciôn de producciôn de una empresa que produce un bien homogôneo por me 
dio de n inputs serâ:
y = F(x) / x e R ^ ,  y e R ^
11|0
Una manera Otil de trabajar con funciones no homogéneas es - 
dividir el vector de inputs por la cantidad de producto obtenida y 
construir asf un vector de coeficientes (en vez de utilizar la canti-- 
dad de producto podriamos emplear cualquier otro indice de escala de - 
la producciôn) que serfa;
t e t = ÿ tal que / i  = l,2 ......N
y = f ^ y-ÿj = f(yt) (4-2-28)
Para cada combinaciôn concreta de inputs, x^, existirâ al me 
nos una escala de producciôn eficiente en el sentido de ser aquella que 
obtenga mayor cantidad de producto por unidad de input de esa combina­
ciôn de inputs o, utilizando la representaciôn anterior, aquella que - 
tenga un vector de coeficientes mfnimo. Suponemos que esta escala ôpt^ 
ma existe y es ûnica. Si représentâmes el parâmetro de escala por 8, - 
la funciôn de producciôn para cada combinaciôn de inputs serâ:
y = f(8x) (4-2-29)
que podemos representar grâficamente en el piano (y,6). Su - 
grâfica es la fig. 13. Ahf hemos representado las funciones de produc­
ciôn correspondientes a varias combinaciones de inputs. Si nos fijamos 
en la que tiene a x^ como constante,
y = t ("5x^ )
observamos que la escala de la producciôn hace variar la pro
I'l 1
ducciôn obtenida (con rendimientos ctes de escala las representacio-- 
nes serian rectas que pasasen por el origen).
Y
o
FIGURA 13
Para fijo, la escala de la producciôn técnicamente efi--
ciente serâ aquella que coincida con el punto de tangencia de la curva
de producciôn y una recta que pase por el origen, A^, o, dicho en --
otras palabras, la escala de producciôn para la que la elasticidad de 
escala es la unidad. En efecto, de y = f(6x^) ya que suponemos x^ = 
=cte podemos expresar esta funciôn como
y = g(6) (4-2-30)
En el punto de tangencia coincidirân las pendientes de ambas 
trayectorias:
1/|2
o bien = 1 = e (6) (4-2-31)
Este punto représenta la escala de la producciôn técnicamen- 
te eficiente porque es la escala que permlte una mayor cantidad de pro 
ducto por unidad de input.
Max Max
£(6Xo)
(4-2-32)
el valor mâximo, con respecto a 6, se obtendrâ igualando la 
primera derivada a cero.
dô
f(6Xo> d f(6x^) 
d6 =  0
o lo que es lo mismo;
d In f(6x^) 
d In 6 = e (6) = 1 (4-2-31)
En cualquier otro punto de la curva de producciôn situada -- 
por arriba o por debajo del punto de escala optimamente eficiente des- 
de el punto de vista técnico la elasticidad de escala es menor que la 
unidad o mayor que ella.respectivamente (11).
Para cada combinaciôn de inputs, x^, x^ ,^ x^, existirâ una es 
cala ôptima de producciôn, simbolizada en la figura por , A^....
El lugar geométrico de los puntos que representan, para cada vector de
1/(3
inputs, escalas optimamente eficientes constituye la frontera de efi-- 
ciencia ôptima de escala. Todos los puntos de dicha frontera se carac- 
terizan por tener una elasticidad de escala unitaria. Basândonos en el 
supuesto establecido anteriormente de unicidad del punto ôptimo de ef^ 
ciencia tecnica de escala para todas las combinaciones posibles de in­
puts, esta frontera de eficiencia es ûnica.
Podemos dibujar la frontera de eficiencia para funciones no 
homogéneas con dos factores de producciôn en el espacio de dos dimen-- 
siones de los coeficientes,
c
FIGURA 14
En esta representaciôn la situaciôn de la frontera vendra da 
da por el lugar geométrico de los puntos cuya elasticidad sea la uni-- 
dad (12), es decir:
1 /,/,
d In
- 1
El punto correspondiente a serâ el A, formado por la in—  
tersecciôn de una recta de pendiente, ^ 2 0 / ^lo' la frontera de efi
ciencia. Una relaciôn idéntica se establece para las restantes combina 
clones de inputs.
La construcciôn de la funciôn fronteriza en estas condicio--
nes nos abre la puerta a una mayor comprensiôn de las medidas de efi--
ciencia. Dos tipos de medidas diferentes pueden definirse, una la pode 
mos denominar medida del ahorro de inputs y a la otra medida de aumen- 
to del produc to, F{z(rsund-H jalmarsson (1979) .
La medida de la eficiencia en el ahorro de inputs se basa en 
la relaciôn, para un mismo producto, entre las cantidades de factores 
de producciôn necesitados en la empresa observada y los que necesita-- 
rîa la empresa eficiente, medida sobre la frontera de producciôn. En 
la figura anterior suponemos que A^ es una empresa que utiliza una corn
binaciôn de inputs y obtiene un producto y^. La medida de la efi---
ciencia séria en este caso:
y^ = f(ôj^x^) (y^fX^) observado.
Si f représenta la funciôn de producciôn, y = f (x), mide -
la eficiencia.
1/(5
También podrîamos haber medido la eficiencia directaniente en 
relaciôn con la frontera de eficiencia ôptima têcnica de escala en el 
espacio de los coeficientes, Ç, si el punto de la frontera de produc-- 
ciôn es B y el otro es la medida de la eficiencia séria:
La medida de aumento del producto consiste en calculer la re 
laciôn entre la cantidad producida observada y la que producirâ la em­
presa eficiente con las mismas cantidades de inputs.
si y = f(x^) entonces —  serâ la medida.
o
Ambas medidas coinciden en el supuesto de rendimientos cons­
tantes de escala.
La definiciôn de la frontera de eficiencia ôptima teniendo - 
en cuenta la escala de la producciôn permite establecer medidas de la 
eficiencia de escala de la producciôn. Fp^rsund y Hjalmarsson formulan 
très medidas distintas de ese concepto. La primera de ellas es una me­
dida directa de la eficiencia de la escala, efectuada a través de la - 
comparaciôn entre la posiciôn de la empresa observada y la posiciôn de 
la frontera de eficiencia medida a través de una trayectoria que man-- 
tenga constante la relaciôn entre los coeficientes de inputs, es decir, 
a lo largo de un vector C y sus transformados por multiplicaciôn por - 
un escalar. En esta medida directa se confuriden elementos de ineficien 
cia técnica e ineficiencia de escala propiamente dicha. Para eliminar 
las deficiencias de la medida anterior, se disenan otras dos medidas - 
de la eficiencia de escala eliminando la ineficiencia técnica computa-
1/(6
da por los dos procedimientos anteriores.
Los modelos causales o determinlstas tienen su punto flaco - 
en la propia especificaciôn de la funciôn fronteriza con relaciôn a la 
que se miden las eficiencias. Aunque esta funciôn responde al mâximo - 
teôrico que estudia la microeconomia, la determinaciôn de su forma y - 
situaciôn tropieza con amplias réservas tanto teôricas como empfricas. 
Entre las de mayor entidad podemos senalar:
1. La polémica conceptual sobre la causalidad 6 no de la fun 
ciôn de producciôn de tecnologia punta. Aunque Aigner-Chu (1968), en-- 
tre los distintos autores de modelos causales, sostienen que "el proce 
so subyacente de producciôn se supone que es determinista", no existe
una evidencia absoluta sobre la veracidad o conveniencia de este su--
puesto. Para Leibenstein (1966) "la relaciôn entre un conjunto concre­
te de inputs y unos outputs, conseguidos a partir de ellos, no es en - 
absolute determinada" y precisamente esta falta de déterminisme es la 
que da importancia al conjunto de los incentives existantes para acre- 
centar el esfuerzo y la eficiencia en la producciôn. La ineficiencia-X 
de Leibenstein, que podemos considerar en un sentido amplio ineficien­
cia técnica de las empresas, tiene una gran importancia en el proceso 
de producciôn real. Asî como esta ineficiencia técnica afecta gravemen 
te al conjunto de las empresas de un sector econômico haciendo que -- 
"las empresas y economîas no trabajen sobre una superficie de posibili^ 
dades de producciôn que sea la cota superior consistente con sus recur 
SOS sino que operan en una superficie de producciôn interior a esa co­
ta superior", alguna de las razones que provocan esta ineficiencia téc
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nica pueden afectar también al determinismo de la frontera eficiente. 
Para Leibenstein las razones que explican la ineficiencia-X son esen- 
cialmente: la imperfeccién de los contratos de trabajo; el desconoci- 
miento o la no especificacién compléta de la funciôn de producciôn; y 
fina]mente la existencia de inputs no négociables con entera libertad 
en el mercado. La importancia de estas razones para la especificaciôn 
causal de la frontera de eficiencia variarâ segûn las circunstancias, 
pero fijândonos exclusivamente en la segunda, el conocimiento incom-- 
pleto de la funciôn de producciôn, es indudable que, la incertidumbre 
sobre algûn elemento empirico que pueda alterar la forma o situaciôn 
de la funciôn teôrica, llevarâ consigo un mayor apoyo hacia frouteras 
de producciôn no deterministas. Para demostrar la falta de acuerdo en 
este asunto podemos citar el artîculo mismo de Aigner-Chu (1968). Pa­
ra ellos una de las motivaciones de que muchas empresas estén por de­
bajo de la funciôn de producciôn del sector es la presencia de "per-- 
turbaciones aleatorias puras" en el proceso de producciôn, por ej. el 
dano de parte de la producciôn por mal trato, productos defectuosos, 
etc. Sin embargo, estas perturbaciones aleatorias parece que no afec- 
tan a las empresas punta del sector que sirven para construir la fun­
ciôn fronteriza. No deja de ser curioso este planteamiento que serâ - 
mas consecuente extender a la propia frontera de eficiencia.
2. La hipôtesis de no existencia de errores en las observa- 
ciones. La construcciôn de funciones frouterizas deterministas tiene 
una de sus bases principales en este supuesto. La utilizaciôn exclusif 
va de las observaciones marginales, es decir, aquellas que muestran - 
valores extremos de las variables observadas y el supuesto de que los
I'l8
errores de observaciôn sean nulos o despreciables hace que estos mode­
los sean muy sensibles a los errores. Por otra parte esta sensibilidad 
se hace extensive a la presencia o ausencia en la muestra de détermina 
das observaciones.
FIGURA 15
Las repercusiones de estos factores pueden ser analizadas —  
con la ayuda de la figura 15. En el primer caso la no existencia de -- 
errores y la presencia de las observaciones 1,2,3, llevaria a la fron­
tera de producciôn a la posiciôn A. Es évidente que la frontera A es - 
una visiôn optimista de las posibilidades de producciôn del nûcleo de 
empresas observadas. Si alguna de las observaciones fuera en realidad 
debida a un error de observaciôn habrîa introducido un sesgo pesimista 
en la medida de la eficiencia de las empresas.
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El segundo caso muestra un comportamiento de sentido opuesto. 
La frontera se calcula segün las observaciones que se poseen en la ac- 
tualidad, si aumentamos el tamano de la muestra, las nuovas observacio 
nés pueden agrandar la frontera de posibilidades de producciôn pero -- 
nunca reducirla. En la figura serfa el paso de B a A suponiendo que la 
introducciôn de nuevas empresas en la muestra haya hecho aparecer 1,2, 
3, o alguna de ellas. El sesgo que se puede cometer en este caso es el 
mismo que se comete estadfsticamente al considerar el mâximo de una -- 
muestra como estimador del mâximo poblacional. May que destacar que el 
sesgo en el segundo caso es de sentido opuesto al primero y servirâ de 
de contrapeso, no pudiéndose determiner cual prevalecerâ en cada câleu 
lo concrete.
3. Inexistencia de criterios estadfsticos en la construcciôn 
de las funciones fronterizas. En los modelos determinlstas se advierte 
una presencia implfcita de términos de perturbaciôn aleatorios que ex­
plican en alguna manera la ineficiencia como ya hemos visto en Aigner- 
-Chu (1968). Sin embargo para el câlculo de las frouteras de eficien-- 
cia o las funciones fronterizas paramétrions se emplean exclusivamente 
técnicas de câlculo de prograraaciôn lineal sin ningôn tipo de hipôte-- 
sis estadfsticas. Esta acarrea una dificultad importante, la carencia 
de estimadores y de propiedades concrefas de dichos estimadores. De es 
ta manera no tenemos procedimientos de contrastaciôn empfrica de las - 
hipôtesis que establezcamos. Esta carencia de procedimientos estadf st. i_ 
COS se explica por la dedicaciôn absoluta de los econômetras a la esti 
maciôn de funciones médias de producciôn y como consecuencia al d c s a-- 
rrollo de la teorfa estadfstica de las perturbaciones aleatorias con -
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esperanza nula.
4. Deficiencias en los procedimientos de estimaciôn maximove 
rosimiles. Algunos modelos deterministas incluyen hipôtesis estadfsti­
cas sobre ciertas magnitudes de la frontera de eficiencia. Afriat --
(1972) y Richmond (1974) han supuesto que la eficiencia de las empre-- 
sas sigue una distribuciôn de probabilidad, -beta en el caso general, 
gamma en el supuesto de que la frontera sea del tipo Cobb-Douglas-, y 
han empleado estimadores de mâxima verosimilitud para la determinaciôn 
de los valores de dichos parâmetros de la funciôn fronteriza. Estas e£ 
timaciones, ver también Schmidt (1976), fallan al no cumplirse las con 
diciones de regularidad exigidas por los estimadores maximoverosfmiles.
4-3. La Frontera de Probabilidad Restringida de Timmer
Hemos establecido que una de las mayores dificultades de los 
modelos deterministas era la utilizaciôn exclusiva de las observacio-- 
nes con valores extremos en la construcciôn de la frontera. Estas ob-- 
servaciones pueden deberse a empresas con un elevado grado de eficien­
cia, en cuyo caso el procedimiento séria correcte ya que pretendemos - 
establecer el mâximo alcanzable de producciôn, o bien pueden ser moti- 
vadas por errores en las observaciones realizadas. Se plantea pues la
necesidad de disenar modelos que eliminen estos errores posibles. --
Timmer (1970, 1971) ha abordado este problema y en su soluciôn ha for- 
mulado un modelo "probabilistico" o "frontera de probabilidad restrin­
gida" que, en la linea de Farrell (1957) y Aigner-Chu (1968), sustitu- 
ye las desigualdades deterministas por una expresiôn probabi1ista,
No hay duda de que si la cuestiôn consiste en desechar unas 
observaciones que no responden a la realidad existen diverses procedi­
mientos que pueden ser efectivos. En la figura 16 podemos observer que 
el diagrama de dispersiôn de las observaciones tiene una mayor densi-- 
dad en la zona central, prôxima a la frontera de producciôn estimada, 
y una densidad menor en torno a los extremos. Un procedimiento por tan 
to séria elaborar una funciôn de densidad de probabilidad y construir 
la frontera de producciôn cuando esta funciôn alcanzara un detcrminado
valor. Algo anâlogo a lo establecido por Afriat (1972) y Richmond --
(1974) aunque sus funciones de densidad, ver figura 12, no se corres-- 
pondan con la visiôn intuitiva del comportamiento general de las emprtî
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sas. Timmer establece otro procedimiento probabilistico que consistirâ 
en disenar un cono de una abertura determinada, ej. a, y en dicho cono 
desechar un porcentaje de observaciones. La cuerda que delimitaria ese 
porcentaje de observaciones determinaria, al barrer el piano, la situa 
ciôn de la frontera de producciôn.
FIGURA 16
Los procedimientos anteriores estarlan en la linea de Farrell 
(1957) de construcciôn de una frontera sin presupuestos previos que la 
condicionen, aunque tiene las dificultades ya senaladas para este tipo 
de modelos. Por ello Timmer (1970) en su estudio del sector agrario -- 
USA utiliza una frontera "probabilistica" convirtiendo una funciôn pa- 
ramêtrica del tipo Cobb-Douglas en una especificaciôn de probabilidad. 
El modelo puede formularse como;
Pr (ifio x /  u j  > n (4-3-1)
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donde n es la probabilidad establecida previamonte para la - 
cual se cumpla la inecuaciôn.
Los parâmetros de la forma Cobb-Douglas pueden calcularsc di^  
rectamente por medio de técnicas de programacién ]ineal llamadas de -- 
probabilidad restringida (13) o bien pueden determinarse por un método 
indirecto esbozado por Timmer (1970) y que utiliza las técnicas usua-- 
les de programacién lineal.
El procedimiento de Timmer consiste en aplicar técnicas de - 
programacién lineal al modelo determinista y calcular la funciôn fron­
teriza de producciôn. En este câlculo obtendremos un conjunto de empre 
sas eficientes que estarân situadas sobre la frontera de posibilidades 
de producciôn. A continuaciôn de este conjunto de empresas eficientes 
éliminâmes un porcenta je de observaciones, (l-ti)x 100, que suponemos - 
son las que contienen los errores y volvemos a construir con el reste 
la funciôn fronteriza. Este procedimiento nos permite alcanzar el gra­
do de probabilidad establecido al principle. Otro método anâlogo con-- 
sistirla en la supresiôn continuada de observaciones marginales hasta 
que los parâmetros de la forma funcional se estabilicen.
El modelo de Timmer facilita la eliminaciôn del porcentaje - 
de errer de las observaciones que presumiblemente existe en todas las 
muestras. Por consiguiente la frontera de posibilidades de producciôn 
asî construida constituye una visiôn mas pesimista y segura de la efi­
ciencia de las empresas. Sin embargo la inconsistencia y debilidad del 
modelo radica precisamente en ese hecho. Mientras que el hecho de que
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existen errores en las variables observadas es incontestable, es mucho 
mas dudosa la suposiciôn sobre su magnitud y sobre su localizaciôn. -- 
iPor que estos errores se dan en las observaciones extremes de la mues 
tra? cPor que en ese porcentaje y no en otro? De este hecho arranca la 
dificultad mas grave desde el punto de vista teôrico que, por otra par 
te, ya habla sido senalada por Aigner-Chu (1968) de quienes parte la - 
idea de este modelo "probabilista" aunque no lo hubiesen formulado ex- 
plicitamente. Esta incoherencia nace de que en un modelo que calcula - 
una funciôn fronteriza, una parte, aunque sea pequeha, de observacio-- 
nes se encuentra por encima de la frontera de producciôn, Asî este mo 
delo no cumple con exactitud la definiciôn teôrica de funciôn de pro-- 
ducciôn como una superficie de puntos mâximos. Aigner-Chu (1968) deli- 
mitan el contenido de este tipo de modelos a que sea "otro fin diferen 
te -diferente de disenar una funciôn teôrica de producciôn- el que se 
persiga".
La justificaciôn del modelo estâ por tanto en la eliminaciôn 
de los errores de observaciôn existantes sin ningûn otro tipo de razo­
nes estadîsticas o econômicas y solo la plausibilidad del hecho justi- 
fica su construcciôn. Sin embargo la utilidad del modelo se acrecienta
si uno de los objetivos del estudio de funciones teôricas de produc---
ciôn es la bûsqueda de relaciones teôricas y empfricas con las funcio­
nes médias de producciôn, considerando ambas representaciones como al- 
ternativas a la descripciôn de la tecnologfa de las empresas, ya que - 
permite una aproximaciôn entre ambas funciones de producciôn cori la va 
riaciôn del porcentaje de probabilidad que se establezca.
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NOTAS.
1. Esta diversidad de elementos lleva a Lan y Yotopoulos (1971) a cal 
ficar a la eficiencia econômica como - "an elusive concept" - un con-- 
cepto engaiïoso en la medida que es utilizado sin una delimitaciôn Cla­
ra, de una manera pedânea como si su contenido fuera pûblico y notorio.
2. Para un tratamiento de las economîas de escala pueden verse entre - 
otros Fçrfrsund-Hjalmarsson (1979).
3. En palabras de Aigner-Chu (1968), el carâcter de " ... nuestras he- 
rramientas cuantitativas disponibles han forzado el que una gran canti 
dad de esfuerzos se hayan dirigido hacia la interpretaciôn de funcio-- 
nes ajustadas ..."
4. Descripciones del método de programacién se encuentran en Boles --
(1966) , Timmer (1970).
5. Podrîamos calificar el diseno ingenieril como una "utopîa tecnolég^ 
ca". En el sector agrario un caso évidente serîa el de las funciones - 
de producciôn elaboradas por el INIA en base a los resultados consegui^ 
dos en sus estaciones expérimentales.
6. Ver entre otros Fjz(rsund-Hjalmarsson (1979).
7. Para Afriat (1972) una funciôn de producciôn es clâsica si es no de 
creciente y côncava.
B. Para définir el mâximo de eficiencia Afriat tiene que hacer previa- 
mente una hipôtesis sobre los u .. Emplea dos supuestos:
 ^ Zu.(f)
a) u (f ) = min u^ (f) b) u (f ) = — —--
9. Para Aigner-Chu la funciôn objetivo consiste en mini mi zar la sunia - 
de los residuos con relaciôn'a una frontera de Cobb-Douglas, ver (4), 
es decir.
Mi
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En el modelo de Afriat (1972) la maximizaciôn de la eficiencia 1leva a
Max
f (x^)
= Max 0<u.<l
Si la funciôn es Cobb-Douglas y aplicamos logaritmos;
Max (yi-y^j = Min |yj.-y^ j
Se puede observar la coincidencia en la estimaciôn aunque con sentido 
claramente distinto.
10. La funciôn de densidad de probabilidad beta es :
 ^ = r e r r W   ^ ^
cuya media y varianza es:
V = a+6
a6
(a+B+1) (a+B)
11. El anâlisis se podrîa haber 1levado desde el punt^ de vista geomé­
trico. En el punto Ao, para la combinaciôn de inputs Xo, représentâmes 
el producto por unidad de input y la elasticidad de la escala.
El producto por unidad de input,^ , es el cociente entre la 
ordenada del punto A q y su abcisa, es decir, ®^-, o en otras palabras,
la tangente del ângulo formado por la recta que pasa por el origon y 
el eje de abcisas. En el punto Ao esta cantidad es mâxima dado que en 
cualquier otro punto de la curva de producciôn la recta que pasa por 
el origen y por dicho punto corta a la funciôn de producciôn.
La elasticidad de escala,e (6), en cualquier punto de la fun 
ciôn de producciôn se calcula como el cociente entre la pendiente de - 
la tg. a la curva en ese punto y la pendiente de la recta que une el -- 
origen con dicho punto.En el punto A q :
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yo = 1
Si analizamos un punto situado por debajo de Ao, ej. Bo,el 
valor de la elasticidad de escala serâ:
B0BÔ BJ Bo
OBJ Bo BJ
La elasticidad de escala es mayor que la unidad. En términos 
econémicos quiere decir que a un aumento de la escala de la producciôn 
la cantidad de producto aumenta mâs que proporcionalmente, o sea, se - 
produce una disminuciôn de la cantidad de inputs por unidad de produc­
to o bien un aumento del producto obtenido por unidad de input.
En el caso en que el punto esté situado por encima de Ao, el
fenômeno es contrario. La elasticidad de escala es menor que la unidad 
y para obtener un mayor producto por unidad de input deberemos dismi-- 
nuir la escala de la producciôn.
12. En efecto, al cambiar de representaciôn hemos pasado deJ espacio - 
de dos dimensiones, (y,6 ), al espacio (^,,^2 )- En el espacio de los —  
coeficientes la frontera de eficiencia, estarâ representada, para cada 
combinaciôn fija de inputs, Xo, por un solo punto cuya situaciôn esta­
râ fijada por el cumplimiento de las condiciones:
|x,= 6 x,o
(A) - Combinaciôn fija de inputs: x = 6 x 0 —  ^<
1 X 2 = x 2 0
(B) - Elasticidad de escala unitaria:e(ô) - 1 ---> ^
En el espacio de los coeficientes las nuevas variables se ob
tienen por la transformaciôn:
î = |  -------><''■= r
y
cuyas derivadas son;
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y dxi - xi dy y dx% - X 2 dy
dÇi =   d 2^ = ---
y‘ y*
Si aplicamos la condiciôn (A) résulta:
r «ti =   Xi 0
y g cI g C2 CI X , 0
f y xio ' y X20 ' Cz X20
Ç 2 - --- X 2 0
y
El punto, como se podia preveer, estâ situado en una recta 
de pendiente idéntica a la anterior, es decir, se conserva la combi­
naciôn de inputs.
De la condiciôn(B)se dériva:
^  = M  I I _ ^
> pero como < >------> <  ^ dy
que sustituyendo en la expresiôn de las diferenciales: 
ciç, = y Cl dy - xidy = y Cz dy - x%dy
y2 y2
Si dividimos y multiplicamos por ~  résulta c~ 1
13. Para un anâlisis detallado de este tipo de técnicas ver Charnes-- 
Cooper (1963) .
5. Lô S_f q b m a s_f u n ç i o n a l e s_f l e x i b l e s
Asî como es plausible desde el punto de vista teôrico la —  
existencia de un conjunto de posibilidades de producciôn y de una 
frontera de posibilidades de producciôn, representados por los conjun 
tos T, Y, definidos anteriormente (2-2-1), (A-1-14), y que la delimi- 
taciôn del conjunto Y adopta en general una expresiôn de corresponden 
cia maternât ica, la especif icaciôn teôrica de una frontera de posibili^ 
dades de producciôn concreta tropieza con la dificultad de su verifi- 
caciôn teôrica. Ninguna ley de producciôn puede verificarse teôrica - 
mente como la "verdaderamente"existente en una situaciôn determinada. 
El conjunto de posibilidades de producciôn depende entre otros facto­
res, y sin ânimo de exhaustividad, de leyes fîsicas y del nivel de co 
nocimientos ciôntificos de la sociedad, de las disponibilidades de -- 
las técnicas debidas a restricciones institucionales y a una informa­
ciôn imperfecta (patentes, seguridad, contaminaciôn ...), de bienes - 
no transfcribles (clima, capacidad empresarial ...), de restricciones 
en el suministro de inputs y entrega de productos ..., déterminantes 
todos ellos que no permiten su manipulaciôn efectiva. Las hipôtesis - 
teôricas deben someterse a contrastaciôn empîrica. Es por esto, que - 
las consideraciones de carâcter empîrico, se convierten en decislvas 
a la hora de la propia especificaciôn teôrica de las formas funciona- 
les que deliraitan el conjunto Y. Asî mientras determinadas caracterîs 
ticas de dichas fronteras de producciôn estân plenamente justificadas 
desde el punto de vista teôrico - no homogeneidad, rendimientos de e^ 
cala variables, etc. - su uso es practicamente inexistente en la lite
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ratura econômica de la producciôn debido a sus dificultades empfricas.
Ante esta situaciôn existen dos tipos de aproximaciones, por 
una parte la especificaciôn de una frontera de posibilidades de produc 
ciôn que pretende ser la existente en la realidad y su verificaciôn o 
falsaciôn empîrica y por otra la estimaciôn de una frontera de produc­
ciôn mediante una forma funcional "flexible", en cuanto que suministra 
una aproximaciôn en mayor o menor grado a la realmente existente. La - 
extraordinaria proliferaciôn en los anos sesenta y comienzos de los se 
tenta de estimaciones de funciones de producciôn Cobb-Douglas y CES o 
sus modificadas podrîa ser una senal inequîvoca del arraigo de la ûlti^ 
ma aproximaciôn y el giro emprendido en estos ûltimos anos hacia la es^  
timaciôn de formas funcionales "flexibles" una confirmaciôn mâs de es­
te hecho. Sin embargo, y debido a exigencias economëtricas, la mayor - 
parte de las investigaciones empfricas mantienen la hipôtesis de que - 
la forma funcional se corresponde exactamente con la realidad lo que - 
conduce en la mayorîa de las ocasiones a resultados fuertemente distor 
sionados.
Las formas funcionales "flexibles" tienen su origen en la -- 
bûsqueda de leyes de producciôn que fueran suficientemente simples de 
estimar y a la vez permitieran liberar a la teorîa de la producciôn de 
las condiciones severamente restrictives que en cuanto a la estructura 
funcional - sustituciôn y agregaciôn entre otras - imponîan las funcio 
nés C-D y CES. Fueron introducidas casi simultaneamente por Chu,Aigner 
y Frankel (1970) para la log-quadratic; Christensen, Jorgenson y Lau - 
(1971) para la translog; Diewert (1971) para la generalizada de Leontieff
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y la generalizada lineal; desarrollos ulteriores han sido Denny (1972 , 
1974) para la media cuadrâtica de orden p y Diewert (1973) para la - - 
Cobb-Douglas generalizada entre otros.
Estas formas "flexibles" pueden definirse basicamente como - 
aquellas que son capaces de facilitar una aproximaciôn local - en el - 
entorno de un punto - a cualquier funciôn dos veces diferenciable.
Para Lau (1974) existen al menos dos formas de caracterizar 
una aproximaciôn local de segundo orden a una funciôn arbitraria:
a). McFadden (1973), Diewert (1974). Una funciôn aproxima,
a otra arbitraria, localmente con una aproximaciôn de 
segundo orden si el valor de la funciôn y de sus deri­
vadas primera y segunda coinciden en diclio punto.
b). Christensen-Jorgenson-Lau (1973). Una funciôn es una --
aproximaciôn local de segundo orden de otra arbitraria, 
si el valor de ambas funciones coincide en cl punto y 
la diferencia de valores entre ambas funciones en el - 
entorno de un punto son infinitésimos de orden superior 
al segundo.
Los desarrollos en serie de Taylor satisfacen ambas defini-- 
ciones. Sin embargo, la obtenciôn de funciones flexibles que cumplan - 
la condiciôn a) por otros mêtodos no garantiza en absolute el cumpli-- 
miento de la condiciôn b).
Sea F: ----->R^, dondo 0^ es el espacio vectorial eucl^
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deo de diniensiôn S no negativo, una funciôn dos veces diferenciable —  
con imagen:
F(V) = F ( v i , V 2 ,  , V g )  E / V  e îî® (5-1)
o bien (1):
F(x,y) = F(x,,X2 , ,Xj^,yi, ,y^) e R^ (5-2)
Esta funciôn adopta una forma flexible siempre que, en gene­
ral, su imagen sea de la forma:
F(v) = A ’H(v) + H' (v)BH(v) (5-3)
en notaciôn matricial. A,B son matrices de coeficientes rea- 
les, la primera de dimensiôn Sxl y la segunda SxS. La matriz B es simé 
trica. H(v) es una matriz Sxl que tiene por elementos funciones conoc_i 
das de '^i'h^(v^), es decir:
A =
«I
SI
‘IS
"SS
H (v) =
hi(vi)
(5-4)
donde: - / i»j
desarrollando la expresiôn matricial:
S S S
F(îl = + J l  (5-5)
1 6 3
Esta funciôn es la expresiôn general de una forma cuadrâtica 
generalizada, lineal en los parâmetros, y se corresponde con el desa-- 
rrollo en serie de Taylor, hasta el término de segundo orden, de una - 
funciôn arbitraria en el entorno de un punto (2).
Como descripiciôn de una frontera de posibilidades de produc 
ciôn las formas "flexibles" son un caso particular de funciones de di£ 
tancia o transformaciôn (A-1-26),(A-1-28).
En el caso de la funciôn de producciôn log-quadratic,Chu-Aig^ 
ner-Frankel (1970), los autores introduces una funciôn no homogenea y 
que présenta participaciones relativas de los factores y rendimientos 
a escala variables, del tipo:
In y = tti + 0 2  In Xi + aj In xz + (In xi ) '+ o; (In x% ) (5-6)
Para ellos la funciôn no es sino una particularizaciôn de la 
familia de funciones polinomiales en logaritmos y corresponde a un ca­
so concreto del desarrollo en serie de Taylor de una ley de producciôn 
mas general.
Para un sôlo producto y dos factores de producciôn es un ca­
so particular de forma funcional flexible. En efecto si hacemos.
F (v) = - a 1
y -1 0 0 0
Xl A = 02 13 = 0 o.. 0
X2 «3 0 0 Os
H (v) =
In y 
In xi 
In X 2
(5-7)
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unas simples operaciones nos permiten obtener la funciôn log-
quadratic.
Christensen-Jorgenson-Lau (1971), mediante la utilizacidn de 
la transformaciôn logarîtmica definen una funciôn de transformaciôn -- 
mas genera] que la anterior que incluye dos productos - consumo e in—  
versiôn -, dos factores de producciôn - capital y trabajo -, y un înd^ 
ce de productividad neutral. En este caso la forma flexible puede ex-- 
presarse como (3),
H (v) =
In C
In I
In K
In L
In A
B = ?
Tcc* *
?CK‘ •. . E
^AC* •. -YAA
(5-8)
la frontera de producciôn translog es por tanto una funciôn 
trascendental de los logaritmos de las cantidades de productos netos.
En su aplicaciôn del teorema de dualidad de Shephard (1953), 
a la representaciôn de una tecnologîa por medio de funciones de coste 
o producciôn que cumplan determinadas condiciones de regularidad, Die­
wert (1971) formula una forma flexible para la funciôn de producciôn - 
empleando la raiz cuadrada como funciôn conocida de las componentes —  
del vector de producto neto,
- ■ =,!, I
(5-9)aij>0
esta funciôn, asl como la translog, serSn analizadas con de- 
talle mas adelante.
I5-1 - Insuficiencias de las Funciones C-D, CES, y sus 
Derivaciones.
Las limitaciones que conllevan las funciones del tipo Cobb- 
Douglas (C-D) y con Elasticidad de Sustituciôn Constante (CES) para el 
trabajo teôrico y empîrico son suficientemente conocidns. Sin embargo, 
antes de continuer con el anâlisis de las formas flexibles, quisiera - 
senalar alguno de los aspectos restrictivos de la estructura de estas 
funciones,por tener una relaciôn muy directa con los mode]os a desarro 
llar posteriormente.
En lo que concierne a las condiciones de separabilidad fun—  
cional, las funciones C-D y CES suponen condiciones de separabilidad -
fuerte entre los factores de producciôn. Christensen-Jorgenson-Lau --
(1973) han demostrado que estas funciones pertenecen a la clase de for 
mas funcionales homogeneas y aditivas. Esta imposiciôn previa de sepa­
rabilidad fuerte impi ica unas condiciones de agregaciôn para los facto 
res de producciôn que han sido unanimemente criticadas. Definidas en -
un primer momento, Douglas-Cobb (1928), Arrow-Chenery-Minhas-Solow --
(1961), como funciones agregadas de producciôn con dos factores de pro 
ducciôn agregados, capital y trabajo,las fuertes crîticas a las condi­
ciones de agregaciôn impuestas y la necesidad de poder distinguir mâs 
de dos factores de producciôn, han llevado a intentar el mantenimi nto 
de una funciôn agregada con las mismas caracterîsticas y hacerla depen 
der de varios factores de producciôn. Como establccen Berndt-Christen- 
sen (1973) esta tarea es ociosa si seguimos conservando formas funcio-
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nales edificadas sobre el supuesto de separabilidad fuerte.
Intimamente relacionado con el aspecto anterior, como estu—  
diaremos en el apartado 5-3, se encuentra el referente a las condicio­
nes que este tipo de funciones establecen a las posibilidades de sust_i 
tuciôn entre los factores de producciôn. Las ventajas indudables que, 
en el caso de dos factores de producciôn, supuso el diseno de una fun­
ciôn de producciôn que admitîa una elasticidad de sustituciôn arbitra­
ria entre los factores de producciôn frente a la obligatoriedad de una 
elasticidad de sustituciôn unitaria de las existentes se vieron seria- 
mente menoscabadas, Uzawa (1962), McFadden (1962,1963), al observar —  
las imposibilidades que surgîan si ampliabamos el nûmero de factores - 
de producciôn considerados. Para un nûmero superior a dos factores de 
producciôn las funciones del tipo C-D, a pesar de sus condiciones mas 
restrictives, se muestran mas manejables y representatives en las in-- 
vestigaciones realizadas.
En el estudio del cambio técnico las funciones del tipo C-D, 
a causa de la permanencia "teôrica" de las participaciones relativas - 
de los factores, impiden la identificaciôn de los posibles sesgos exi£ 
tentes en su evoluciôn por lo que se manifiestan poco explicatives.Las 
funciones del tipo CES no comparten ese tipo de restricciones pero, co 
mo hemos dicho en el pârrafo anterior, presentan importantes dificulta 
des en el anâlisis de la producciôn con mas de dos factores.
En nuestro modelo,los requisitos fundamentales a exigir a la 
especificaciôn funcional consisten en: capacidad para analizar un nûme
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ro superior a dos factores productives - planteada por las considera-- 
ciones ya efectuadas sobre el papel de los inputs intermedios en el -- 
sector agrario -, posibilidad de existencia de elasticidades de susti- 
tucidn arbitrarias entre los factores de produccidn - que permitan la 
existencia de factores sustitutivos y complementarlos conjuntamente en 
el mismo proceso de producciôn y con niveles de sustituibilidad dife—  
rentes -, y , finalmente, admisidn de formas de identificacidn de ]os - 
sesgos observados en la evolucidn del cambio técnico. Las limitaciones 
de las funciones C-D y CES son évidentes en el alcance de estos objet^ 
VOS.
Al margen de lo anterior es indudabl» el atractivo que estas 
formas funcionales, y en especial la C-D, siguen manteniendo,aûn en -- 
nuestra investigaciôn. Las razones de simplicidad y manejabilidad y el 
constituir formas autoduales hacen a la funciôn C-D apropiada para de- 
terminadas comparaciones entre distin tas especificaciones de la fronte 
ra de posibilidades de producciôn,por lo que también serâ utilizada, - 
sin intentar extrapolar sus resultados fuera de sus limites, en nues—  
tra investigaciôn.
De las derivaciones mas conocidas citaremos la especifica--
ci6n de Kmenta (1967) que no analizaremos con mas detalle por poderse 
considerar una "protoforma flexible".
1C a
5-2. Los Teoremas de Dualidad
Los productores, con posibilidades de producciôn caracteriza 
das por una tecnologia T, se enfrentan a mercados compétitives donde - 
los precios de los bienes y servicios estân representados por el vec—  
tor q e (4). Las normas de actuaciôn de las empresas consisten en
una primera fase en la minimizaciôn de sus costes y en una segunda en 
la maximizacidn de los bénéficies.
Definimos, conforme al comportamiento de los productores, y 
para una tecnologia regular en los inputs (A-1), las funciones de cos- 
te y bénéficié como:
a) La funcidn de coste es el minime valor empleado en la ob- 
tenciôn de los inputs necesarios para producir una deter- 
minada combinaciôn de productos,
C (y ,p) min {p*x| xeX(y)) / p>3’,pef2® (5-2-1)
X
La introducciôn de la funciôn de coste supone un conocido —  
problema de minimizaciôn sujeto a restricciones que puede resolverse - 
por el mêtodo de Lagrange. Minimizaciôn, con respecte al vector de in­
puts, del coste de producciôn con la ligadura de una tecnologia dada - 
- representada por una funciôn de transformaciôn o conjunte de posibi­
lidades de producciôn -. En el case de un sôlo producto y N factores - 
de producciôn, con la tecnologia descrita por una funciôn de produc--
K-7
ci6n, F, el problema de minimizaciôn nos llevaria a las tradicionales 
condiciones de cquilibrio, igualdad entre las relaciones de productlvi 
dades marginales y precios para todos los factores de producciôn como 
condiciôn necesaria y la alternancia de los signes de los menores prin 
cipales del déterminante hessiano orlado como suficiente. Simhôlicamen 
te.
~  F(x)
cte ; H =
9x
0 F^(x)
F^(X) F-.(X)
b) La funciôn de bénéficié es el môximo valor obtenido en -- 
los intercambios netos en el mercado. Es decir,
îl(q) = m^x {q*v|v c T } / q>^,q e 12^
V
n (p, r) = max {r*y-p*x| (x,y) e T } / p,r>0,p e Q ,r g f2
(5-2-2)
Esta definiciôn entrana un problema de maximizaciôn condicio 
nada anâlogo al anterior (5) .
La representaciôn de las leyes de producciôn mediante funcio 
nés de coste y bénéficié actûa como si la funciôn de producciôn fuera 
dos veces diferenciable, pero sin exigir el cumplimiento de esta tes—  
trictiva propiedad.
La funciôn de coste es positiva y de val ores reales para to-
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dos los vectores de precios estrictamente positives y producciôn no ne 
gativa,/ p>0, y^O,con el valor de la funciôn nulo para producciôn nula, ‘ 
C(0,p)=0; no decreciente, positivamente lineal y homogénea, côncava y i
-► i
continua en p. i
La funciôn de bénéficié es no negativa y de valores reales - ,
para precios estrictamente positives,/ q>6; no decreciente en r y no - I 
creciente en p; lineal y homogenea, convexa y continua en q. j
Los teoremas de dualidad establecen la equivalencia de las - |
representaciones de una tecnologia efectuadas a través de una estructu 
ra de producciôn - conjunto de posibilidades de producciôn,funciones - 
de producciôn, de transformaciôn,distancia,gauge -,una estructura de - j 
coste - funciôn de coste, conjunto de precios de los factores -, o una ; 
estructura de bénéficie - funciôn de bénéficie -. Bajo determinadas —  
condiciones de regularidad de dichas estructuras (6) estas formulacio- 
nes son ônicas.
■ r
Si nos limitamos al campe funcional, la dualidad implica que ; 
las funciones de coste y bénéficié pueden obtenerse mediante la actua- \ 
ciôn de una aplicaciôn conveniente sobre la funciôn de transformaciôn 
y,al contrario, la actuaciôn de las oportunas aplicaciones sobre las - 
funciones de coste y bénéficié nos conducirâ a una funciôn de transfer 
maciôn. Con condiciones de regularidad determinadas, la dualidad impl_i 
ca también que ambos tipos de aplicaciones son inversas, permitiendo—  
nos pasar de una estructura a otra de una manera biunivoca sin pêrdida 
de informaciôn econômica. Las propiedades de estas funciones estân re-
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lacionadas dunlraente, de tal manera que el cumplimiento de una condi-- 
ci6n en una de las funciones implica el cumplimiento de otra concreta 
en su dual y viceversa (7).
Las funciones de coste y bénéficie duales son "estadisticos 
suficientes", o sea, contienen toda la informaciôn referente a la es—  
tructura de producciôn subyaciente y su estimaciôn équivale por tanto 
al conocimiento de las posibilidades de producciôn de las empresas.
Esta dualidad es, desde el punto de vista materné tien, formai^ 
mente simôtrica - basta sustituir precios por cantidades y viceversa - 
cuando se establece entre dos tipos de funciones de transformaciôn, las 
funciones de distancia y gauge, y sus dualcs de coste y beneficio res- 
pectivarnente (8) .
Se suele denominar dualidad Shephard-Uzawa a la existente en 
tre las estructuras de coste y producciôn. McFadden (1978) emplea dos 
procedirnientos distintos en su exposiciôn de este teorema de dualidad. 
En uno de ellos utiliza las estructuras de producciôn y coste rep>resen 
tadas por los conjuntos de posibilidades de producciôn y la funciôn de 
coste y, en el segundo, siguiendo a Shephard (1970), emplea las funcio 
nés de distancia y coste para representar dichas estructu^'as.
Podemos formuler estos teoremas de la siguiente manera: 
Teorema 5-2-1. Dualidad entre estructuras.
a) La actuaciôn de la ap>licaciôn de coste (9) sobre un
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conjunto de posibilidades de producciôn convencional en 
los inputs (A-1) nos conduce a una estructura de coste
convencional en los inputs (10). La actuaciôn de la --
aplicaciôn de tecnologia,
X (y) = {x|x^O,p*x^C(y,p)} / p>0 (5-2-3)
sobre la estructura de coste convencional en los inp>uts 
nos lleva al conjunto de posibilidades de producciôn —
A -f
convencional en los inputs primitivo: X (y) s X(y).
b) De la misma manera, la actuaciôn de la aplicaciôn de 
tecnologia (5-2-3) a una estructura de coste convencio­
nal en los inputs nos lleva a un conjunto de posibilida 
des de producciôn convencional en los inputs. La actua­
ciôn de la aplicaciôn de coste sobre este dltimo nos -- 
conduce a la estructura de coste inicial (11).
Teorema 5-2-2. Dualidad entre funciones de distancia y coste.
Consideremos una familia de estructuras de coste conven 
cionales en los inputs representada por sus conjuntos - 
de precios de los factores necesitados P(y),
P(y) = {p|C(y,p)^l,/ p>à) / y eY* (5-2-4)
y una familia de funciones de distancia (A-1-26) conven 
cionales en los inputs que simbolizan la tecnologia.
"H
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X(y) = {x|D(y,x)>l/ x>3} / y e Y* (A-1-27)
ambas familias de funciones se determinan dualmento y - 
de manera biunivoca por la actuaciôn de las aplicacio-- 
nes de tecnologia y coste definidas resp>ectivamente co­
mo :
C(y,p) = m^n {p*x | D(y,x)^l} / y e Y  ,p>0
X
D(y,x) = m^n {p*x | C(y,p)^l} / y e Y  ,x>6
p
(5-2-5)
La dualidad matemâtica formal que se aprocia en la expos 1--
ciôn del teorema 5-2-2 no sôlo tiene belleza matemética sino importan­
tes implicaciones econômicas.
El conjunto de precios de los factores necesitados dual del 
conjunto de los factores necesitados, P(y), X(y), ha sido utilizado -- 
por Samuelson (1953-1954) y otros autores en el anélisis de la produc­
ciôn (12) y permite desarrollar una estructura de coste en el espacio 
euclideo vectorial de N dimensiones de los precios de los fnctores, P 
La estructura de coste desarrollada a partir de P(y) tiene la importan 
te propiedad de poder ser deducida en su totalidad de la estructura de 
coste correspondiente a la producciôn unitaria. Esta propiedad se basa 
en que la funciôn de coste es positivamente lineal y homogenea en los 
precios de los factores. Asi, la funciôn de coste unitaria conveneio-- 
nal en los inputs es un estadistico suficiente ya que permite recous-- 
truir la estructura de coste y la dual de producciôn impi ici ta en elle.
Los conjuntos de inputs y precios necesitados, (5-2-4),----
(A-1-27), son conjuntos reciprocamente polares por la peculiar forma - 
matemStica de obtenciôn de uno de ellos a partir del conocimiento del 
otro.
Si particularizamos la exposiciôn al caso de un solo produc- 
to y dos factores de producciôn, y désignâmes a los subconjuntos de -- 
vectores eficientes de X(y),P(y), isocuantas y fronteras de precios —  
respectivamente, podemos representar grâficamente las relaciones dua-- 
les e inferir una explicaciôn de la polaridad de ambas estructuras.
p(y)
^  x M x J . x J )
X(y)
FIGURA 17
Représentâmes en la figura 17 los espacios vectoriales de -- 
cantidades y precios por unidad de producto superpuestos. Suponemos —  
conocida la frontera de precios - vectores eficientes de P(y) - a la -
que llamaremos P(y) sin peligro de confusiôn y trataremos de obtener a 
partir de ella su isocuanta dual.
En primer lugar considérâmes un vector de inputs tal como x®, 
que determinarS una direcciôn en el piano ax®,/ «>^ 0 ,a e R. x - (x® ,x® )
a partir de este vector construimos el piano,
P ' X ®  = D(y,x®) (5-2-6)
piano que para una producciôn fija - una isocuanta concreta - 
se convierte en la recta
pixî+ PaX? = cte (5-2-7)
esta recta sostiene al conjunte P(y), es decir lo corta o es 
tangente,al menos en un punto. Supongamos que es el punto p*.
En la direcciôn ax® hacemos a = D(y,x®) ^
con lo que obtenemos el vector:
±0
(5-2-8)
D(y,x®)
la funciôn de distancia en ese punto es,
D(y,x')= D(y,x®/D(y,x®))=1 (5-2-9)
es decir el punto pertenece a X(y) y a su isocuanta.
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A t.ravês del desarrollo anterior hemos obtenido un punto de
la isocuanta, x*, dual de otro correspondiente a la frontera de pre---
cios, p ’, a partir de este Oltimo.
Pero, si raultiplicamos escalarmente estos dos vectores,
f > .J' = - p'.-i -  . S l X Â l l  = I (5-2-10)
D(y,x®) D(y,x®)
es decir el producto escalar de los dos vectores duales es - 
la unidad. Y aûn mas,
p'*x* = |p‘|*|x’| "COS B= | x * | * e = l  ; |x*|=-|- (5-2-11)
donde 0 es la proyecciôn del vector p^ sobre la direcciôn x°, 
o dicho de otra manera, la distancia del origen a la intersecciôn del 
piano soporte de la frontera de precios considerado con la direcciôn - 
de x ’ . No sôlo hemos construido ambos puntos duales sino que hemos en 
contrado una relaciôn numérica entre las distancias. A esta relaciôn - 
se le denomina maternéticamente relaciôn de polaridad. El punto x ' es - 
el polo (13) del piano que sostiene a P(y) con direcciôn normal a x® - 
con respecto a la esfera unidad con centro en cl origen.
Esta polaridad entre estructuras ha permitido a Hanoch (1978) 
el desarrollo de nuevas formas funcionales a partir de las ya conoci-- 
das. La obtenciôn de los puntos de la frontera de precios a partir de 
los de la isocuanta, los polares de sus pianos de apoyo, se realiza de 
una manera semejante.
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La correspondencia entre los puntos de las isocuantas y de - 
las fronteras de precios es biunivoca si los limites de ambos conjun—  
tos, X(y), P(y), tienen hiperplanos regulares. Es decir, todo punto —  
tiene un hiperplano que lo contenga y sôlo uno, y todo hiperplano con- 
tiene un sôlo punto de X(y), P(y) (14).
Diewert (1971) considéra una empresa que obtiene un sôlo pro 
ducto, y, para cuya producciôn emplea n factores de producciôn,xe R^, 
y = F(x). La empresa minimiza costes sometida a las restricciones de - 
su tecnologia. La funciôn de coste facilita el coste minimo de produc­
ciôn de una cantidad determinada de producto a unos precios estricta—
mente positives, p>3. Formula la dualidad como;
Teorema 5-2-3. Diewert (1971) .
Dada una funciôn de coste, C(y,p), con unas condiciones 
de regularidad determinadas (15), el conjunto de posibi­
lidades de producciôn generado por la funciôn de coste -
por medio de la aplicaciôn:
X(y) = {x|p*x^C(y,p),/ p>^} X(^)= R^ (5-2-3)
tiene unas propiedades determinadas (16). Mas aûn, la -- 
funciôn de coste generada por X(y) mediante,
C*(y,p)= m^n {p*x|xeX(y)} (5-2-12)
X
es idéntica a la primitiva (17): C*(y,p)=C(y,p).
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En su articule de 1974, Diewert introduce condiciones mas -- 
restrictives de regularidad para la funciôn de producciôn - homogonei- 
dad lineal - lo que implica a su vez, unido a las condiciones ya satis 
fechas por la funciôn, continuidad y concavidad. Esto le permite esta- 
blecer la dualidad entre esta funciôn y la de coste unitario - ya que 
aprovecha la separabilidad derivada de la propiedad de homotecia de la 
funciôn de producciôn, Shephard (1970) - con las mismas propiedades de 
la funciôn de producciôn y sin necesidad de hacer uso de la funciôn de 
distancia.
Diewert (1974) establece la dualidad producciôn-beneficio va 
liendose de las funciones de transformaciôn y beneficio. Su exposiciôn 
es en esencia;
Teorema 5-2-4. Dualidad entre estructuras de producciôn y beneficio.
Si el conjunto de posibilidades de producciôn cumple de­
terminadas condiciones de regularidad (18), la funciôn - 
de transformaciôn tiene las propiedades establecidas an- 
teriormente (A-1-28). La aplicaciôn sobre el conjunfo de 
posibilidades de producciôn de,
n (q) = mgx {q*v|v g T } / q>^ (5-2-13)
V
satisface las condiciones ya resenadas al comienzo del - 
apartado para la funciôn de beneficio.
En sentido inverso, si la funciôn de beneficio tiene las 
propiedades anteriores, la actuaciôn de la aplicaciôn.
17 9
3 = (v|q* v£l! (q) , / q>0) (5-2-14)
nos lleva a un conjunto de posibilidades de producciôn -
idéntico al primitivo y a una funciôn de transformaciôn
con las mismas caracteristicas de la original. Ambos sa- 
tisfacen las condiciones de regularidad iniciales.
La utilizaciôn de la funciôn gauge (19) de una tecnologia -- 
permite a McFadden (1978) expresar, como en el caso de las funciones -
de coste y distancia, la dualidad beneficio-producciôn de una manera'-
simôtrica y définir la polaridad entre ambas representaciones de las - 
leyes de producciôn.
Una posible sistematizaciôn de las distintas aportaciones a 
la teoria de la dualidad en la producciôn, Lau (1974), las agruparia - 
de la siguiente manera:
- Aproximaciones basadas en la dualidad entre e] conjunto de 
posibilidades de producciôn y sus funciones de apoyo, que tienen su -- 
fundamento en el teorema de Minkowski (1911) de equivalencia entre to­
do subconjunto cerrado y convexo de y la intersecciôn de sus semies 
pacios de apoyo. Entre ellas las de Diewert(1971,1974) y McFadden(1978).
- Especificaciones fundamentadas en la correspondencia biuni 
voca entre la funciôn de producciôn y la de beneficio normalizada. Tie­
nen su crigen en la teoria maternética de las correspondencias conjuga- 
das, una funciôn propia, cerrada y convexa tiene una dua] conjugada --
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que también lo es. A este respecto Lau (1978) y McFadden (1973) .
- Formulaciones de la dualidad simétrica existente entre las 
funciones de distancia y gauge y las de coste y beneficio respective—
mente. Basadas en la teoria de los cuerpos polares. Shephard (1953,---
1970), Hanoch (1978) entre otros,
Una de las principales consecuencias de los teoremas de dua­
lidad es la posibilidad de obtener las funciones de demanda de inputs 
que minimizan los costes de producciôn y las funciones de oferta de —  
productos netos que maximizan el beneficio mediante una simple deriva- 
ciôn de las funciones de coste y beneficio con respecto a los vectores 
de precios, y sin necesidad de recurrir a las técnicas de maximizaciôn 
condicionada,
Para la funciôn de coste esta conclusiôn es conocida como le 
ma de Shephard (1953) y puede formularse en lineas générales como:
Si Cj(y,p) existe, es igual a la cantidad del factor de pro­
ducciôn x^ que hace minimo el coste para el argumente (y,p), 
y esta cantidad es ûnica. Reciprocamente, si existe un ûnico
valor del input que minimiza el coste para (y,p) también --
existe la derivada parcial de la funciôn de coste con respec 
to a dicho input y esta derivada es ûnica. FormaImente :
= C^(y,p) = X (y ,p) ; / p>3,y>^,yeY* (5-2-15)
3P
181
La demostraciôn se encuentra en McKenzie (1956-1957), She--
phard (1953) para distintas condiciones de regularidad.
El cumplimiento del lema de Shephard, o dicho de otra manera, 
la existencia de funciones de demanda de inputs ûnicas que nos permi-- 
tan caracterizar la estructura de producciôn, via su integraciôn en la 
funciôn de coste y los teoremas de dualidad, exige que la funciôn de - 
coste sea diferenciable en p. Aunque se puede demostrar que esto ocu-- 
rre - mSs aûn existe la segunda diferencial - para casi todos los vec­
tores de precios estrictamente positives - excepte para aquellos en -- 
que el conjunto de Lebesgue mida cero -, su cumplimiento estricto aha- 
de una restricciôn al conjunto de posibilidades de producciôn. El con­
junto de posibilidades de producciôn es,en este supuesto,estrictamente 
convexo desde abajo (20).
Para la funciôn de beneficio. Hotelling (1932), el lema pue­
de expresarse como:
Si Ilj(q) existe, es igual a la cantidad de producto neto, v^, 
ofertado por la empresa correspondiente a la maximizaciôn -- 
del beneficio para el argumente (v,q) y es ûnica. Si existe 
un valor ûnico del producto neto que maximiza el beneficio - 
para (v,q), también existe H^(q) y es ûnica. Mateméticamente,
” n j (q) “ Vj (q) ; / q>î,ve 3 (5-2-16)
El cumplimiento del lema de Hotelling exige la propiedad de
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diferenciabilidad de la funciôn de beneficio con respecto al precio —  
(21) .
Los teoremas de dualidad y los lemas enunciados nos permiten 
describir una estructura de producciôn aûn sin el conocimiento de las 
leyes de producciôn implicites en las funciones de coste y beneficio,- 
y a pesar de que la deducciôn de la forma funcional que adopta en cada 
caso la funciôn de transformaciôn no sea factible. La especificaciôn - 
de las formas funcionales de la funciôn de producciôn que se obtengan 
de un modelo previo de funciôn de coste o beneficio sôlo serâ fâcil en 
el caso de las fromas autoduales estudiadas por Samuelson y HouthakJçer 
(1965). Un desarrollo posterior del tema de la autodualidad se encuen­
tra en Hanoch (1978).
5-3. Estructura Interna de las Formas Funcionales 
Flexibles.
Las caracteristicas funcionales utilizadas con mayor frecuen 
cia en la identificaciôn de las formas funcionales que describen una - 
estructura de producciôn han sido, sin ninguna duda, la elasticidad de 
sustituciôn y la separabilidad funcional. Empleadas como criterios dis 
tintos en la mayoria de las ocasiones puede sin embargo demostrarse —  
que, bajo determinadas condiciones, ambos son équivalentes.
En lo que sigue supondremos que la empresa obtiene un sôlo - 
producto, y, mediante la transfromaciôn de N inputs, x, cuyos precios 
correspondientes, p, son exôgenos a la empresa. Esta opera en el marco 
de una tecnologia representada por una funciôn de producciôn (A-1-19), 
o su funciôn de coste dual (5-2-1). Anadimos a las condiciones de regu 
laridad utilizadas hasta el momento la doble diferenciabilidad de las 
funciones de coste y producciôn en los inputs y precios respectivamen­
te, y que las productividades marginales sean positivas, F^>0.
Efectuamos una particiôn del conjunto de inputs (precios) -- 
n = {1,2,....,n } que llamamos I = , À I^= I,  ^ j) (22)
Se encuentran en la literature cuatro definiciones al menos 
del concepto de separabilidad funcional. Una de ellas, Stigum (1967),- 
estâ basada en la invariancia de una correspondencia funcional, mien-- 
tras que las restantes exigen la doble diferenciabilidad de ]a funciôn
1 8 ' t
de producciôn (coste). Podemos enumerarlas brevemente:
1. Separabilidad. Stigum (1967).
Para la funciôn de coste definimos una correspondencia me 
diante,
Ç®:  > n® tal que Ç®(y,p*,....,p^)= ,
={^®e«®|c(y,p)^C(y,p)}
(5-3-1)
la correspondencia define un conjunto de vectores de pre­
cios perteneciente al subconjunto de la particiôn I®, y - 
tal que su coste no sea menor que el de referencia.
El subconjunto I® es separable de los precios p^ no perte 
necientes a él si la correspondencia no varia con el va—  
lor de Pj^  ^  I®, / (y ,p\ . . . . ,p^) (23) .
2. Separabilidad debil. Sono (1945), Leontieff (1947), Strotz
(1957) .
La funciôn de producciôn (coste) es debilmente separable 
con respecto al conjunto I, si la relaciôn marginal de —  
sustituciôn entre dos inputs ,x^ (la relaciôn de las de 
rivadas parciales de la funciôn de coste con respecto a - 
los precios Pj^ , p j ) perteneciente s a un subconjunto I® es 
independiente de las cantidades de los inputs (de los pre 
cios) que no pertenecen al®, "
_a f^i 
ax._ . ^(p^j = 0  / i, j e I® , Je i l‘
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3
9Pi
Cj, (y,p)
Cj(y,p)
=0 i, j e I®,k l’ (5-3-2)
dado que las funciones son dos veces diferenciables en -- 
sus argumentes, una definiciôn alternative es:
/ i,i G I®,k  ^l' (5-3-3)
3. Separabilidad fuerte. Gorman (1959), Strotz (1959).
La funciôn de producciôn (24) es fuertemente separable -- 
con respecto al conjunto I, si la relaciôn marginal de -- 
sustituciôn entre dos inputs cualesquiera no depende de - 
las cantidades de los inputs que no pertenecen a los sub­
con juntos de procedencia.
^jk " i
/ i GI®, j G i^,k i r
/ i G I®, j G l ’^ ,k i i ‘ (5-3-4)
4. Separabilidad de Pearce (1961).
Una funciôn de producciôn es Pearce separable con respec­
to a una particiôn I, si la relaciôn marginal de sustitu­
ciôn entre dos inputs pertenecientes al mismo subconjunto 
no depende de las cantidades de inputs distintos a ambos, 
pertenezcan o no al subconjunto.
3
9 X k  ( f 7 I = ‘ 0
/ i, j G I' k+i, j (5-3-5)
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La separabilidad de Pearce implica separabilidad debil con - 
respecto a los subcon juntos distintos a I"* y separabilidad fuerte con
respecto a los inputs de su propio subconjunto.
La definiciôn de Stigum es équivalente a las otras siempre - 
que las condiciones de regularidad impuestas a la particiôn sean équi­
valentes en las definiciones comparadas.
Las definiciones de separabilidad fuerte y debil no tienen - 
sentido diferente si la particiôn se reduce a dos subconjuntos, o sea, 
en las funciones agregadas de producciôn con dos factores de producciôn
Las separabilidades de Pearce y fuerte implican la condiciôn 
de separabilidad debil en la misma particiôn pero la relaciôn contra—  
ria no se cumple.
Estableceremos en forma de lemas los resultados fundamenta—  
les de la teoria de la separabilidad funcional en los aspectos relevan 
tes para nuestra investigaciôn.
Lema 5-3-1. Los siguientes enunciados son équivalentes:
a. La funciôn de producciôn es debilmente separable en I.
b. La funciôn de producciôn es de la forma, Goldman-Uzawa
(1964),
F(X)=<KX',XS ,X^) (5-3-6)
donde las X^ son funciones de agregaciôn (25) de los ele—
mentos de exclusivamente, X^:I^ ---> R.
c. La funciôn de producciôn tiene por argumentes agregados 
consistantes de los elementos de los respectivos sub-- 
conjuntos de la particiôn. Green (1964).
d. Si la funciôn de producciôn es estrictamente côncava, - 
los términos anâlogos al de Slutsky en la teoria de la 
producciôn, K ^ , son de la forma (26);
3x. 3x .
""lj=  ^ ' '^ ij = ^ ij^^> (5-3-7)
Lema 5-3-2. Son équivalentes las formulaciones;
a. La funciôn de producciôn es fuertemente separable en I.
b. La funciôn de producciôn es de la forma, Goldman-Uzawa
(1964),
F(x)= H'(X‘+x H ......+x” ) (5-3-8)
donde Y (.) es una funciôn monôtona creciente y las X^ -
son funciones exclusives de los elementos de I^, X^: --
 > R.
c. La funciôn de producciôn es aditiva segûn la particiôn 
I, Christensen-Jorgenson-Lau (1973) (27).
d. La funciôn de producciôn es aditiva en relaciôn con sus 
argumentos formados por agregados consistentes de los - 
elementos de los respectivos subconjuntos de la parti-- 
ciôn. Green (1964).
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Si la funciôn de producciôn es estrictamente cuasicônca 
va, los términos anâlogos al de Slutsky en la teoria de 
la producciôn son de la forma,
9x 3x.
j (x)= 6(x) jTc" 9c ' i c i  ,j e I (s/t) (5-3-9)
La ampliaciôn de estas equivalencias para la separabil^ 
dad de Pearce es trivial ya que pueden desarrollarse a partir de la —  
analogia existente entre esta definiciôn y las de separabilidad fuerte 
y debil.
Los lemas 5-3-1, 5-3-2, se aplican de la misma manera a la - 
funciôn de coste. Esta correspondencia entre funciones duales no impli^ 
ca que las condiciones de separabilidad se conserven en la dualidad.De 
hecho lo que ocurre es:
Lema 5-3-3. Relaciôn entre las condiciones de separabilidad en la dua­
lidad coste-producciôn.
a. Las funciones duales de producciôn y coste son debilmen 
te separables con respecto a la particiôn I, si y sôlo 
si, F(x) es debilmente separable con funciones de agre­
gaciôn homotéticas. Lau (1969), Blackorby-Russell (1975)
b. Las funciones duales de producciôn y coste son fuerte-- 
mente separables con respecto al conjunto I, si y sôlo 
si, la funciôn de producciôn es fuertemente separable - 
con funciones de agregaciôn homotéticas. Blackorby-Rus­
sell (1975) (28).
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c. Una funciôn de producciôn debilmente separable con res­
pecto a la particiôn I, con funciones de agregaciôn ho­
motéticas, es condiciôn necesaria y suficiente para que 
la funciôn de coste dual sea debilmente separable y de 
la forma,Blackorby-Primont-Russell (1975),
C(y,p) = C(y,c‘(pM , c M p M  ,C^(p^’)) (5-3-10)
d. La funciôn de producciôn es homotética (29),si y sôlo - 
si, la funciôn dual de coste es de la forma, Shephard - 
(1970),
C (y ,p) = g(y)*c*(p) (5-3-n)
e. Una funciôn de producciôn homotética y fuertemente sepa 
rable con respecto a la particiôn I es condiciôn necesa 
ria y suficiente para que la funciôn de coste dual sea 
fuertemente separable en I y de la forma, Blackorby-Pr^ 
mont-Russell (1975),
C(y,p) Eg(y).C*| y C'^(p^)] (5-3-12)
'■r=l
Mundlak (1968) ha sistematizado las diferentes definiciones 
de la elasticidad de sustituciôn entre los factores de producciôn, pa­
ra el caso de mas de dos factores, demostrando que todas pueden redu-- 
cirse a diversas combinaciones de elementos -sometidas o no a restric­
ciones - de la matriz hessiana implicita. Entre las utilizadas con ma-
190
yor frecuencia en la literature se encuentran: la elasticidad directa 
de sustituciôn (DES),Hicks (1946); la elasticidad parcial de sustitu—  
ciôn de Allen-Uzawa (AES), Allen (1938), Uzawa (1962); y la elastici-- 
dad sombra de sustituciôn (SES), McFadden (1963) (30).
El siguiente lema formula la equivalencia entre las condicio 
nés de separabilidad y ciertos requisites de las elasticidades de sus­
tituciôn .
Lema 5-3-4. Separabilidad debil.
a. La funciôn de coste es debilmente separable con respec­
to a la particiôn I, si y sôlo si, todas las elasticida 
des parciales de sustituciôn de Allen (AES) son iguales 
entre inputs pertenecientes a un subconjunto de la par­
ticiôn y otro input perteneciente a un subconjunto dife 
rente. Blackorby-Russell (1976).
C(y,p)= c|y,c’(y,p') .... ,c” (y,p^)|
si y sôlo si  ^®jk i,jel®,k^l® (5-3-13)
b. Una funciôn de producciôn debilmente separable con res­
pecto a la particiôn I y con funciones de agregaciôn ho 
motéticas es condiciôn necesaria y suficiente para que 
la funciôn de producciôn sea debilmente separable y las 
elasticidades AES sean iguales entre los inputs pertene 
cientes a un subconjunto de la particiôn y otro input - 
perteneciente a un subconjunto diferente. Diewert (1974) 
Russell (1975) .
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c. Una funciôn homotética y debilmente separalile con ros-- 
pecto a I, implica que las elasticidades AES son i g u a-- 
les entre inputs pertenecientes a un subconjunto de la 
particiôn y otro input perteneciente a un subconjunto - 
diferente. Berndt-Christensen (1973).
Lema 5-3-5. Separabilidad fuerte.
a. La funciôn de coste es fuertemente separable con respec 
to a la particiôn I, si y sôlo si, las AES son iguales 
entre inputs pertenecientes a subconjuntos diferentes. 
Blackorby-Russell (1976) .
/ M T
(y»p)= C^y, I^c'^(y,p^) J si y sôlo si
°ik - °jk ' i E I^, j G I^,k I® (5-3-14)
b. Una funciôn de producciôn fuertemente separable con re^ 
pecto a la particiôn I y con funciones de agregaciôn ho 
motéticas es condiciôn necesaria y suficiente para que 
la funciôn de producciôn sea fuertemente separable y -- 
las AES sean iguales entre los inputs pertenecientes a 
subconjuntos diferentes. Russell (1975).
c. Los siguientes enunciados son équivalentes:
1. Funciôn de producciôn homotética y fuertemente sepa­
rable respecto a la particiôn I.
2. Aditividad y homogeneidad lineal. Christensen-Jorgen 
son-Lau (1973).
3. Igualdad y constancia de las AES para inputs pertene
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cientes a subconjuntos diferentes. Berndt-Christensen 
(1973).
4. La funciôn de producciôn adopta la forma de suma de 
funciones potenciales o logarftimicas - correspond!en 
tes a los subconjuntos de la particiôn -.Berndt-Chrl^ 
tensen (1973) , Lau (1969) , Christensen-Jorgenson-Lau 
(1973) .
De los lemas anteriores podemos deducir que existe una equi- 
valencia entre la separabilidad implîcita - referida a las condiciones 
de la funciôn dual - y determinadas igualdades entre las AES. Estas --- 
propiedades no se mantienen en el caso de las separabilidades explici­
tas - condiciones de la funciôn de producciôn - sino bajo las condicio 
nés de homotecia de la funciôn de producciôn.
Para funciones de producciôn lineales y homogeneas, lo que - 
conlleva que todas las AES sean iguales, las definiciones alternativas 
de las elasticidades de sustituciôn coinciden y los lemas 5-3-4,5-3-5, 
pueden aplicarse a las DES,SES. Con condiciones de regularidad menos - 
restrictives los lemas no se cumplen para las DES y SES.
Las formas funcionales flexibles no estân sometidas a res--
tricciones "a priori" sobre las caracteristicas de su estructura inter 
na. En particular estas formas son no separables en sus argumentos, no 
homogeneas y con rendimientos a escala y elasticidades de sustituciôn 
variables. Esta cualidad permite probar los distintos supuestos de la 
teoria de la producciôn imponiendo las restricciones oportunas en la -
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forma funcional y estimando empiricaraente su validez.
Sin embargo, esta "flexibilidad" aparente no se confirma en 
la prâctica en todos sus aspectos. La imposiciôn de determinadas condi 
clones no es "neutral" en relaciôn a otras propiedades de la funciôn - 
de producciôn por lo que la estimaciôn del fenômeno "pure" es praclica 
mente imposible. Si nos circunscribimos a los aspectos de separahili-- 
dad funcional, la imposiciôn de condiciones de separabilidad debil en 
una forma flexible induce, por la misma estructura de estas funciones, 
una serie de restricciones en cuanto a separabilidad mucho mas amplias 
que las pretendidas inicialmente - separabilidad fuerte en algunos sub 
conjuntos y separabilidad debil con funciones de agregaciôn lineales - 
en otros - lo que nos permite hablar de "inflexibilidad" en cuanto a - 
separabilidad en estas formas flexibles. Veamoslo con mas detalle.
Hemos definido una forma flexible como aquella que puede ex- 
presarse en una forma cuadrâtica generalizada, (5-3), (5-5). Si api ica
roos a esta forma funcional las restricciones de separabilidad debil y 
consideramos que las derivadas primeras de la funciôn son distintas de 
cero - supuesto que por otra parte dota de sentido a la définieiôn de 
separabilidad -, una condiciôn necesaria y suficiente para que una fun 
ciôn flexible sea debilmente separable es el cumplimiento de la expre- 
siôn,
“i^jk‘“j^ ki'*'  ^ ®Pjk~  ^ ^j^ki-^ i, j E l’",k i l’'
S
donde 6*= J, g .. h, (v, ) / I c i  (5-3-15)
1=1 ^
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esta identidad debe cumplirse para todos los valores de v, - 
lo que nos lleva a:
> / i, j e I^,k I e I (5-3-16)
®il^jk"^jl^ki I
como condiciones necesarias y suficientes de separabilidad - 
debil en las formas funcionales flexibles. Si dividimos estas dos ecua 
ciones,
a a
^  / I c i  (5-3-17)
^il ^jl
o lo que es lo mismo, el imponer condiciones de separabili—  
dad debil nos conduce a condiciones de proporcionalidad entre los ele- 
mentos de la matriz A y los elementos de las filas correspondientes de 
la matriz B.
I
Los resultados que se obtienen de las condiciones anteriores | 
podemos resumirlos en el siguiente lema.
Lema 5-3-6. Separabilidad en formas flexibles. j
a. El par de factores de producciôn (i,j); i,j e I^, es se­
parable del factor k, k^ I^, si y sôlo si, el subconjun 
to es aditivamente separable de su complemento (31), 
o bien, el subconjunto es separable de todos los fac
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tores de producciôn no pertenecientes a 61. Blackorby- 
Primont-Russell (1977) .
b. Si de los subconjuntos de la particiôn, d son aditiva-- 
mente separables y (M-d) son separables no aditivos,de 
sus complementos, la forma cuadrâtica generalizada pue­
de escribirse como,
M M M
F(v)= I e^F^(V^) + 1 1  f” (V®)f'^(V^) (5-3-18)
r=l ^ d+1 d+1®*^
donde las funciones F^(V^) son funciones de agregaciôn 
de los inputs pertenecientes al subconjunto I^. Estas - 
funciones de agregaciôn son cuadrâticas generalizadas - 
para los d subconjuntos aditivamente separables,
A ‘"I > * Z, '’j ' g ' h k W p  15-3-191
y son funciones lineales para los (M-d) subconjuntos se 
parables no aditivos,
F^(V^)= I y. h.(v.) ; / t= ( d H ) , (d+2) . . .M (5-3-20)
iel^ 1 1 1
e ,n ^ , son parâmetros desconocidos con la Onica condi- 
ciôn de que e^=l,/ r=l,2,..,d.Blackorby-Primont-Russe11 
(1977) .
c. La imposiciôn de separabilidad debil en una funciôn de 
coste flexible - expresada como una forma cuadrâtica ge 
neralizada -, es condiciôn necesaria y suficiente para
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que, o bien todas las AES sean nulas - separabilidad —  
aditiva - o bien todas sean constantes.
La demostraciôn de este dltimo resultado 5-3-6-c es una ex—  
plotaciôn de las equivalencias ya resenadas entre las condiciones de - 
separabilidad implîcita y determinadas igualdades entre las AES. Las - 
implicaciones de la imposiciôn de separabilidad debil en una forma fie 
xible (5-3-17) , Blackorby-Primont-Russell (1977), llevadas sobre las - 
expresiones de las AES conducen a dicho resultado (32).
Los lemas anteriores confirman la validez de las formas fle­
xibles como modelos con pequenas condiciones restrictives en su estruc 
tura funcional y a la vez nos hacen tomar una cierta precauciôn sobre 
la flexibilidad absoluta para poder probar empîricamente las hipôtesis 
teôricas de la teorîa de la producciôn. En realidad cuando intentâmes 
comprobar la validez empîrica de un determinado supuesto en estos mode 
los estâmes de hecho comprobando la validez de una mezcla de hipôtesis 
mucho mas restrictives.
5-4. Las Funciones Translog y Generalizada de Leontieff
En el marco de la teoria de la dualidad, Diewert (1971), de- 
sarrolla una funciôn de coste de la forma
-k N N 1/9 1/9
C(y,p)= h(y) I I 6 Pi Pi ; / Pi>0,y>0,B >0
i=l j=i  ^ J ^
(5-9)
que depende de la cantidad de un sôlo produc to a]canzada por 
la empresa, y, junto a los precios de los N factores de producciôn em- 
pleados, p. La funciôn h(y), denominada funciôn de escala ya que mide 
la repercusiôn sobre el coste del tamano de la producciôn, es una fun­
ciôn continua, monôtonamente creciente del producto, con h(0)=0, y,pa­
ra cualquier valor positive y tan grande como queramos,existe siempre 
un valor del producto que hace a la funciôn de escala superior a dicho 
valor.
Esta funciôn de coste llamada generalizada de Leontieff des­
cribe en su totalidad las posibilidades de producciôn de las empresas, 
bajo el supuesto de minimizaciôn de costes y competeneia perfecta en - 
los mercados de factores y producto. En efecto, esta funciôn tiene co­
mo propiedades:
- Es positiva y de valores reales / p^>0, y>0, con C(0,p)=0.
- No decreciente en p.
- Positivamente lineal y homogenea en p.
- Côncava. Las funciones, G(p^,p^)= , son côncavas
ya que su matriz hessiana es semidefinida negativa.
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- Continua. Por estar definida en un conjunto abierto y cum- 
plir las propiedades anteriores.
Esto asegura, conforme a los teoremas de dualidad, la exis—  
tencia de una funciôn de producciôn con las propiedades ya estableci—  
das aunque su deducciôn no sea facil.
La estructura de la funciôn generalizada de Leontieff, She—  
phard (1970),lema 5-3-3, impi ica que la funciôn de producciôn dual es 
homotética con funciôn de transforméeiôn igual a la inversa de la fun­
ciôn de escala h(y),
Y= h"^ (f (x )) (5-4-1)
La funciôn de coste es separable en precios y producto,es de
cir,
dy (c^) (5-4-2)
Esta funciôn no exige ninguna otra condiciôn de separabili—  
dad entre los subconjuntos de precios. En general serâ no separable en 
los precios de los factores.
Las funciones de demanda de inputs que minimizan costes son, 
Shephard (1953),
X. (y,p)= C (y,p) = h(y) I ; i=l
1 -) = ] iJ J
N
1,2,...,N
j:-- - ■
(5-4-3)
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Si hacemos h(y)= y, la funciôn de escala iguala a la canti-- 
dad de producto y su funciôn inversa es la unidad. En este supuesto la 
funciôn dual de producciôn se hace Y=F(x), funciôn de producciôn ]i-- 
neal y homogenea con rendimientos constantes de escala.
Si ademâs imponemos la restricciôn de diagonalidad de la ma­
triz , las funciones de demanda se hacen.
(y,p)= (5-4-4)A
i^l
funciones de coeficientes fijos o de Leontieff.
Diewert(1971) encuentra la funciôn de producciôn dual a la - 
de coste generalizada de Leontieff mediante la aplicaciôn del teorema 
de Frobenius. La funciôn dual es
' (f)Y= h 1^1 (5-4-5)Û
donde y es el mâximo valor caracterîstico -raiz caracterîsl 
ca o autovalor - de la matriz
(5-4-6)
donde la matriz B es la primitiva y las otras matrices son - 
matrices diagonales de los elementos x^.
La formulaciôn primitiva de Diewert (1971) puede generaliza^
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se eliminando alguna de las restricciones de (5-9). Consideraremos dos 
supuestos de extensiôn, la inclusiôn de un término en (5-9) que repré­
sente los efectos de los precios individuates y la admisiôn de valores 
negatives de los parâmetros de la matriz B.
En el primer caso (5-9) se hace
C(y,p)= h(y)|ao+ I p ^ ^  + I I (5-4-7)
La condiciôn teôrica de homogeneidad lineal en los precios - 
obliga al cumplimiento de uno de estos dos requisites:
- a^=0,/ i. Con lo que obtenemos la expresiôn (5-9)
- Definiciôn de la funciôn de coste con los precios relati—
vos de los factores como argumentos con lo que eliminaria 
mes una variable explicativa sin ninguna justificaciôn.
Si éliminâmes la restricciôn B^^^O admitiendo valores negat^ 
vos de los parâmetros, la definiciôn de la funciôn de coste ya no pue­
de hacerse en el dominio del cuadrante no negative sino en un conjunte 
de precios definido por las condiciones de regularidad de la funciôn - 
de coste. Estas son :
- Monotonia no decreciente / p>3. Esto implica.
es decir,un sistema de N ligaduras.
o bien, h (y) p“ ' % ^iJ^l ^i^®
(5-4 — B)
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- Concavidad. Implica hessiano semidefinido negative.
Estas condiciones de regularidad anaden 2N-1 restricciones - 
que definen un conjunto de precios. Este conjunto es el dominio en el 
que la funciôn de coste représenta las posibilidades de producciôn.
Los lemas definidos con anterioridad para la estructura in-- 
terna de las formas funcionales flexibles nos permiten extraer un con- 
junto de conclusiones sobre la funciôn generalizada de Leontieff. Des- 
tacaremos como mas importantes las siguientes:
a. Si imponemos separabilidad debil, Blackorby-Primont- ----
Russell (1977),lema 5-3-6-b, a la funciôn de coste en los precios de - 
los factores, ahadimos la restricciôn (5-3-16) lo que introduce una -- 
fuerte degeneraciôn en la funciôn de coste - suponemos N>2 - , separa­
bilidad aditiva en algunos casos y separabilidad no aditiva en otros.
b. La imposiciôn de separabilidad induce también, Blackorby- 
Primont-Russell (1977), una forma determinada de la funciôn generaliza 
da de Leontieff,
C(y,p)= h(y) [ ? B (C*'(p’'))^/^(C^(P®))^/^ (5-4-9)
r=l 5=1
donde, si suponemos que de los M subconjuntos, d son aditiva 
mente separables y (M-d) no aditivamente separables de sus complemen--
tos en la particiôn, el desarrollo se convierte en una expresiôn li--
neal de los d agregados de los subcon juntos aditivamente separaliles.
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C*" (?"")= I ^ I r p X ^  ; r=l,2,3...,d (5-4-10)
ici'' jel" ^ ]
agregados que tienen la misma forma que la funciôn generali­
zada de Leontieff; y una forma cuadrâtica de los (M-d) agregados de —  
los subconjuntos no aditivamente separables,
c q p b =  r, pj
1/2 ^ r= (d+1), ,M (5-4-11)
agregados que son funciones lineales de las funciones de pre 
cios, es decir, funciones CES con a=2.
La funciôn generalizada de Leontieff es flexible en cuanto - 
que aproxima, Diewert (1974), a una funciôn de coste arbitraria dos ve 
ces diferenciable en el entorno de un punto. Sin embargo esta funciôn 
es "inflexible" en cuanto a separabilidad, es decir, cuando se imponen 
condiciones de separabilidad debil es incapaz de proporcionar una apro 
ximaciôn de segundo orden a una funciôn arbitraria debilmente separa-- 
ble en el entorno de un punto. De la misma manera podriamos decir que 
esta "inflexibilidad" va acompanada de una "rigidez" excesiva en las - 
elasticidades AES.
c. En esta forma funcional las AES se expresan 
la aplicaciôn a esta funciôn de las relaciones existentes en '
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tre las condiciones de separabilidad y las restricciones en los valo-- 
res de las AES, Berndt-Christensen (1973), lema 5-3-4, implica que las 
condiciones de separabilidad debil de la funciôn de coste en los pre-- 
cios conducen también a igualdades entre las AES de ]os subconjuntos - 
de la. particiôn.
En cl caso de separabilidad aditiva, B^^=0, las elastic^ 
dades de sustituciôn entre los inputs del subconjunto (i,j) y los del 
k son nulas.
En el supuesto de que la separabilidad llcve a proporcionali^ 
dad entre las filas correspondientes - separabilidad con respecte a to 
das las k - las elasticidades de sustituciôn son iguales y tienen un - 
valor :
A _ 1 ^
es decir las AES dependen del valor de uno de los coefic.ien­
tes de la matriz B - para normalizaciôn - y de las constantes de pro-- 
porcionalidad en filas y columnas. la introducciôn de separabilidad en 
la funciôn de Leontieff generalizada équivale pues a restringir las —  
AES a dos tipos de valores, cero para los términos de separabilidad --
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aditiva y constante para el resto.
Diewert (1971) utiliza una forma funcional semejante - basta 
sustituir precios por cantidades y viceversa - a la empleada en la ge­
neralizada de Leontieff para la representaciôn directa de las posibili^
dades de producciôn, a la que denomina funciôn generalizada lineal ---
(5-9) . Esta semejanza formai no implica que ambas funciones sear, dua—  
les lo que sôlo ocurriria si las formas fueran autoduales.
Las condiciones de regularidad de esta funciôn de producciôn 
son anâlogas a las previamente establecidas es decir, monotonia no de­
creciente, linealidad homogenea y concavidad en los inputs.
La denominaciôn de esta funciôn se dériva de que para ^^^=0, 
i/j, la funciôn de producciôn se convierte en una funciôn lineal en —  
los inputs. Se pueden imponer arbitrariamente condiciones de separably
lidad en la funciôn debido a que ésta no plantea ningûn tipo de res---
tricciones en este aspecto.
Esta funciôn es conocida matemâticamente como una media cua­
drâtica . Una lôgica generalizaciôn de esta forma funcional generaliza­
da lineal, que ademâs se muestra en la prâctica de gran utilidad, es - 
considerar una media cuadrâtica de orden p, Denny (1974) (33). Esta —
funciôn permite desvelar los vinculos existentes entre el tipo de fun­
ciones estudiado - generalizada de Leontieff,generalizada lineal - y - 
los bien conocidos CES y Cobb-Douglas. La expresiôn de esta funciôn es,
[ZI ) ' ^ij'^ji' x^,x^>0 (5-4-14)
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Si la particularizamos para distintos supuestos:
i. Para p=l la funciôn se convierte en la generalizada lineal
ii. Para ,/ i/j, se transforma en una CES con elastl-
cidad de sustituciôn igual a l/(l-p).
iii. Para B^j=0,/ i/j,p ---> 0, el resultado es una C-D.
El calcule de las AES en estas funciones obliga a calculer - 
el hessiano orlado y a invertirlo. Este procedimiento tiene la dificul 
tad de tener que trabajar con estimadores con propiedades economôtri-- 
cas desconocidas a pesar de que disponganios de estimaciones vâlidas de 
los parâmetros de la funciôn. Un procedimiento vâlido séria especifi-- 
car una funciôn de coste con la misma forma funcional de media cuadrâ­
tica de orden p. En este caso la aplicaciôn del lema de Shephard (1953) 
nos facilita la forma de las funciones de demanda de inputs que minimi 
zan costes asi como las AES. Hemos sistematizado estos resu]tados en - 
el cuadro adjunto.
rÜNCJON ni. OCHAUOA rbA5TiC)t)Ab Dr. f.ur.Tiiucio*; Arr.
CUADkATICA 
Df. OfJ>CN
trO T iT ir .r r
.py.i.rl- c rj"/" ' g ,  "'i '' (?pp. ni»; if .n ) '
K j ly.H" c 9] *» » ï > (q U'. 1 ï ) * 1/2 fjj (g J U ’. 1 ) q* (p. ) t ) ' '
A.iy.P.M. c e, p;,-'
gip.nl- I g, p/’ 9(p.ni' j Ig, r/'p/
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Si imponemos separabilidad debil en la funciôn cuadrâtica de 
orden p , Blackorby-Primont-Russell (1977), los resultados son semejan 
tes a los obtenidos en el caso de la funciôn generalizada de Leontieff.
a. Si suponemos que de los M subconjuntos de la particiôn d 
son aditivamente separables y (M-d) separables no aditivos, la funciôn 
se convierte en una media cuadrâtica de orden p de funciones de agrega 
ciôn. Las funciones de agregaciôn correspondientes a los subconjuntos i
separables aditivamente son médias cuadrâticas de orden p de los in--
puts pertenecientes a cada subconjunto y las correspondientes a los no 
aditivamente separables son funciones CES se sus respectives inputs —  
con elasticidad de sustituciôn o= p/(2-p). i
b. Para una funciôn cuadrâtica de orden p la separabilidad - ;
debil implica que las AES sean nulas para los conjuntos aditivamente - '
separables y constantes para los separables no aditivos. j
La funciôn translog, Christensen-Jorgenson-Lau (1971), puede |
formularse en general como ,
N N N
In Y = « 0 + Z ot.ln x.+ Z Z ^In  x . In x . (5-4-15)
i=l i = l j = l 17 1 3 I
el desarrollo, hasta los términos de segundo orden, de una - 
funciôn de producciôn dos veces diferenciable en serie de Taylor de -- 
los logaritmos de los N inputs en el entorno de un punto. La funciôn - 
translog aproxima hasta un segundo orden a cualquier funciôn arbitra—  
ria en el entorno de dicho punto.
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El cumplimiento global,/ x^O, de las condiciones de regula­
ridad necesarias, monotonia no decreciente, cuasiconcavidad, para que 
los teoremas de dualidad se puedan establecer como correspondencias b^ 
univocas, exige la imposiciôn de severas restricciones en la funciôn -
translog. En particular una condiciôn globalmente necesaria es que --
Y j - 0 , por lo que la funciôn se convierte en una del tipo Cobb-Douglas. 
Asi como el comportamiento global no es satisfactorio para tratarse de 
una funciôn flexible, podemos encontrar amplios dominios de x para los 
que estas condiciones de regularidad se cumplan localmente y en los -- 
que la funciôn translog facilita una aproximaciôn de segundo orden a - 
cualquier funciôn arbitraria.Estos dominios deben satisfacer las condi^ 
ciones:
i.T^- >0 ; / X., x e o  monotoniaox^ — 1
ii.Hessiano orlado definido negativo cuasiconcavidad
Si consideramos que la tecnologia esté representada por una 
funciôn de coste translog, las condiciones de regularidad anteriores - 
deben completarse con la de homogeneidad en los precios de los facf.o-- 
res. Esta ûltima condiciôn lleva a que los parâmetros de la funciôn -- 
translog cumplan las relaciones
I a =1 ; Z Y ..= Z Y^ ,=0 ! / i ,j (5-4-16)i 1  ^ 13 j Di
Bajo las condiciones de la funciôn de coste translog enuncia
2 0 8
das, podemos deducir las ecuaciones de demanda de inputs que minimizan 
el coste de producciôn. Estas funciones de demanda tienen la dificul—  
tad econométrica de no ser lineales en los parâmetros de la funciôn —  
translog. Sin embargo, las ecuaciones que expresan las participaciones 
realtivas de los factores en términos de los precios de los factores - 
de producciôn son funciones lineales en dichos parâmetros.
ain C 
31n p^
Pi- = Xi —  = Oi+ I In Pj = Aj. (5-4-17)
por lo que se suelen utilizer en las estimaciones en vez de 
las funciones de demanda.
Podemos establecer una relaciôn entre los parâmetros de la - 
funciôn translog, las participaciones relatives de los factores, las - 
AES y las elasticidades de las demandas de inputs con respecto a los - 
precios de los factores de la siguiente manera. Si las definiciones de 
estas magnitudes econômicas son (3-1-11), (3-1-17) para la elasticidad 
de sustituciôn AES y la elasticidad de demanda de inputs respectivamen 
te, entonces
" i f   ^ ^   ^ S
"il' -72 ( u f ' ' f g )  "jj' - V :  * ''j'I (5-4-18)
i ^
la estimaciôn de los parâmetros Y^j y las propiedades de sus
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estimadores nos permitirân calcular los valores de las AES y de las -- 
elasticidades de demanda asi como las propiedades de sus estimadores,- 
ya que las expresiones de (5-4-18) son meras transiormaciones lineales 
de las
La funciôn translog es "rigida" en cuanto a separabilidad. - 
Si empleamos una funciôn translog para probar la existencia de coud i-- 
ciones de separabilidad debil en una funciôn de producciôn lo que esta 
remos probando de verdad serâ una mezcla de separabilidad fuerte y se­
parabilidad debil con funciones de agregaciôn homotôticas. Siguiendo a 
Blackorby-Primont-Russell (1977), si todos los subcon jvintos de ] a par­
ticiôn son aditivamente separables la funciôn translog toma la forma :
îî r r
In Y = Z F (x'') (5-4-19)
r=l
donde los agregados f ", son funciones translog de los elemen 
tos pertenecientes a sus respectives subconjuntos,
f' (x")= Z r  X + Z r Z r Y.-jln X In X (5-4-20)
iel" ^ ^ ici" jel" ^ ]
si por el contrario todos los subconjuntos son separables no 
aditivos, la funciôn translog se convierte en una forma cuadrâtica de 
funciones indices que son del tipo Cobb-Douglas:
M M
In Y = Z Z F^(X^) f"(x")
r=l s=l
F^(X^)= Z Ç,- In X, (5-4-21)
iel® ^
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La funciôn de coste translog es asimismo "rigida" en las AES 
cuando se le imponen condiciones de separabilidad debil. Présenta AES 
nulas para los subconjuntos aditivamente separables y constantes para 
el resto de los subconjuntos.
1 I
NOTAS.
1. Por simplicidad de notaciôn suponemos que en el conjunto S de mer-- 
cancias las N primeras son factores de producciôn y el resto product os
2. El nûmero de elementos del desarrollo y por tanto de parâmetros es
1/2 (S+1)(S+2) - 1
3. FormaImente Christensen y otros (1971) definen la funciôn translog 
como una funciôn de distancia ya que hacen F(.)=l. Sin embargo en 1973 
adoptan una transformaciôn logaritmica de la funciôn de transformaciôn 
log (F+1)=0.
4. q G R^}
5. Para un anâlisis detallado de las condiciones necesarias y suficion 
tes de equilibrio del productor segûn sus distintos compor t amie n t os al 
ternativos ver Vazquez (1972).
6. Las foriTiulaciones de los teoremas de dualidad son muy numerosas en 
la literatura. Sustancialmente équivalentes se difcrcnci an en su ampli 
tud - recogen la dualidad coste producciôn,la benoficio-producciôn, o 
la dualidad coste-beneficio-producciôn -, en las condiciones de régula 
ridad que se imponen a los conjuntos y funciones que caracterizan la - 
estructura de producciôn y en los procedimientos de demostraciôn, poro 
todas tienen su nucleo bâsico en las distintas presentaciones de la -- 
teoria maternâtica de los conjuntos convexos. Entre otros podemos sena- 
lar: Shephard (1953,1970), Uzawa (1964), McFadden (1962,1966,1978) y - 
Diewert (1971,1974). En el articule de Diewert (1974) existen amplias 
referencias histôricas sobre el tema.
7. Esta formulaciôn de la dualidad équivale a decir que, dada una fun­
ciôn de transforméeiôn y un supuesto comportamiento de los produc tores 
minimizador de costes (maximizador de bénéficies), podemos dérivai: una
ûnica funciôn de coste (de bénéficie) mediante técnicas de minimiza--
ciôn (maximizaciôn) con restricciones y que obtenidas estas funciones 
de coste (bénéficié) podemos utilizarlas para extraer la primitiva es­
tructura de producciôn (con condiciones convenientes de regularidad).
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8. En el caso de las formas funcionales flexibles es interesante el —
anâlisis de las formas autoduales, es decir, aquellas cuya funciôn --
dual tiene identica expresiôn matemâtica. Houthakker (1960).
9. Denomina asi a la funciôn de coste definida anteriormente (5-2-1) - 
que es una aplicaciôn del conjunto de inputs necesitados sobre eJ con- 
junto de los nûmeros reales.
10. Una estructura de coste convencional en los inputs consta de:
-Un conjunto Y* de producto producible no vacio.
-Una funciôn de coste de valores reales referida al doninio
Y* para todos los precios positivos; no negativa,no decre--
ciente,positivamente lineal y homogenea,continua y côrcava 
en los precios para cualquier vector de Y*; positiva para —  
productos no nulos.
11. La utilizaciôn de condiciones de regularidad mas générales ccmo là 
regularidad del conjunto de posibilidades de producciôn nos hace per-- 
der la correspondencia biunivoca. Varios conjuntos de producciôn regu- 
lares en los inputs y distintos tienen la misma estructura dual ce cos 
te convencional en los inputs.
12. Samuelson introdujo la frontera de precios dual a la funciôn de -- 
producciôn (i^ocuantas) que no es sino el subconjunto de precios efi-- 
cientes de P (y),
{pIC(y,p)-1,/ p>^} / ye Y *
13. Los conjuntos de inputs y precios necesitados, X(y), P(y), se 11a- 
man cuerpos polares en la terminologia de Minkowski y cumplen:
xeX(y) p E P (y)  > x*p^l
14. Condiciones équivalentes son :
-estructuras de coste y producciôn conveneionales en los in­
puts, con funciôn de coste con propiedad derivative. 
-estructuras conveneionales en los inputs con propiedad de - 
convexidad estricta desde abajo.
15. Las condiciones de regularidad no incluyen la continuidad de la —
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funciôn de coste pero el mismo Diewert (197^) establece que si una fun 
ciôn es concava sobre un conjunto abierto {x>0} también es continua so 
bre el cuadrante positive.
16. h a expresiôn de la aplicaciôn de tecnologia se debe a Uzawa (1964). 
Las condiciones de regularidad de la tecnologia son anâlogas a las es­
tablecidas para un conjunto convencional en los inputs.
17. No hemos incluido los teoremas 1,2 de Diewert (1971) ya que estân 
destinados a demostrar la correspondencia biunivoca existento entre la 
descripciôn de la tecnologia por el conjunto T con las propiedades ya 
establecidas y por la funciôn de produceiôii con propiedades : funci 6n de 
valores reales ,definida / x^ (), fini ta para x finito, no decreciente, -- 
tiende a infinite para al menos una sucesiôn de vectores de inputs no 
negativa, continua desde arriba y cuasiconcava.
18. A las condiciones satisfechas por un conjunto de posibilidades de 
producciôn convencional en los inputs le ahade la de que T sea un cono 
(rendimientos constantes de escala).
19. Definimos la funciôn gauge de una tecnologia de producciôn como,-- 
Hanoch (1978) ,
H(v)= si^ip {q ' V  I q^^, q e Q)
q
donde Q es el conjunto de bénéficié unitario.
20. Condiciones ya analizadas para la no existencia de segmentos pla - - 
nos en las isocuantas y fronteras de precios. Esta condiciôn implica - 
también continuidad de las demandas de inputs con respecto al precio.
21. La introducciôn del concepto de diferencial garanti/a la existen--
cia de ésta si los conjuntos son regulares en los inputs. Si cl gra------
diente de la funciôn existe coincide con la subdiferencial.
22. Cuando sea necesario ampliaremos el conjunto de factores de produc 
ciôn de tal manera que incluya el cero para reprcsontar el producto.
23. La definiciôn es idéntica para la funciôn de producciôn.
24. No repetiremos a partir de aquî la expresiôn dual aunque se cumpla.
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25. Las funciones X que representan los agregados de los inputs de —  
producciôn pertenecientes al subconjunto de la particiôn corr^spondien ; 
te al subindice i, conservan las propiedades de la funciôn F(x). En —  
concrete son continuas, cuasicôncavas y monôtonas en sus argumentos.—  
Gorman (1968). Sin embargo los agregados consistentes de los subconjun ] 
tos de precios son funciones homotéticas pero no necesariamente positif 
vamente lineales y homogeneas como la funciôn de coste. Blackorby-Ru—  , 
ssell (1976).
I
26. Para la definiciôn del término anâlogo al de Slutsky ver Vazquez - 
(1972). Hanoch (1975) da una interpretaciôn de este enunciado. ^
27. La definiciôn de los autores es una normalizaciôn de la expresiôn 
anterior:
f (x)= X* + X* + .......+ x” ,Hanoch (1975) !
28. Es una generalizaciôn de Lau (1969). Los resultados de Berndt-Chrisi 
tensen (1973) dan condiciones suficientes e inducen a confusiôn al tra-! 
bajar siempre con funciones homotéticas sin explicitarlo en el enuncia 1 
do de sus teoremas. |
I
29. La condiciôn de homotecia, que la funciôn considerada tenga una -- | 
curvatura constante en todos los puntos de una recta que pase por el - ! 
origen, condiciona que la tasa de sustituciôn entre los factores sea - | 
independiente de la escala de la producciôn. Newman (1969). Para la de | 
finiciôn matemafica ver Shephard (1970). ,
30. Las definiciones de las AES,DES,SES, pueden verse en McFadden (1978)
31. El subconjunto l" es aditivamente separable de su complemento en - 
la particiôn I, si y sôlo si,
^ik'^jk"® i, j e l",k i l"
32. Por problemas de extensiôn no se incluye la demostraciôn de este - 
apartado del lema que se encuentra a disposiciôn de los interesados.
33. Denny (1974) introduce en su articulo una forma aun mas general —  
que llama cuadrâtica generalizada de la que (5-4-14) es una particula- 
rizaciôn. La expresiôn general convierte al 1/2 en un parâmetro y.
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6. MODELOS PARA EL ANALISIS DEL CAMBIO TEÇNIÇO EN LA 
AGRICULTURA ESPANOLA
Para el anâlisis del proceso de cambio técnico ocurrido en - 
el sector agrario espanol necesitainos un modèle que reuna, entre otras, 
las siguientes caracteristicas: capacidad para el anâlisis de los as-- 
pectos cualitativos de dicho proceso - fundamentalmente en ,1 o referen- 
te a los sesgos observados en la utilizaciôn de los distintos factores 
productivos -, que permita la consideraciôn conjunta de varios facto-- 
res de producciôn - entre elles aquellos inputs intermedios que pueden 
ser véhiculés del proceso de mejora de la tecnologia -, y que admita - 
tanto la sustituibilidad como la complementariedad entre los distintos 
factores de producciôn. Las elaboraciones teôricas de Jos capitules 3 
y 5 parecen avalar las funciones translog como representaciones apiopia 
das para esta tarea.
A continuaciôn haremos una descripciôn de ] os d a t o s utiliza-- 
dos en la estimaciôn de todos los modelos y sus procedimientos de cons 
trucciôn. Para situar el contexte de nuestras afirmaciones describi re­
mos las peculiaridades del sector agrario en el periodo consider ado. E i^ 
nalmente estimaremos los modelos de funciôn translog,que serân contras 
tados con una aproximaciôn basada en la estimaciôn de una funciôn Cobb- 
Douglas .
un
6-1. Los Datos
La estimaciôn de los modelos planteados es muy exigente en - 
materia de datos. Se necesitan un gran nûmero de observaciones a nivel 
desagregado, observaciones de explotaciones agrarias, distribuidas es- 
pacialmente en un periodo de tiempo y la evoluciôn a lo largo del tiem 
po de estas observaciones "cross-section".
Estos datos no se encuentran disponibles a nivel del Estado. 
Entre las fuentes estadîsticas accesibles la mas cercana a nuestras - 
necesidades séria la de la Red Contable Agraria del M" de Agriculture 
que se encuentra en sus primeros balbuceos. Las estadisticas a nivel - 
regional o provincial son de dificil acceso. En estas ûltimas,en la ma 
yoria de las ocasiones,se da la paradoja de que,mientras la financia-- 
ciôn de las encuestas realizadas entre explotaciones agrarias se lleva 
a cabo con fondos pûblicos, los resultados se encuentran en manos de - 
los investigadores particulares que dirigieron la investigaciôn.
Debido a estas razones se hace indispensable la sustituciôn 
de los datos desagregados de explotaciones agrarias por observaciones 
agregadas a nivel provincial aunque su fiabilidad haya sido puesta en 
cuestiôn de una manera continua y sistemâtica.
A pesar de todo, el empleo de técnicas apropiadas permitirS 
extraer la informaciôn econômica que contienen estos datos.
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El procedimiento consiste, en términos genera]es, en la cons 
trucciôn de "explotaciones agrarias médias" de carâcter provincial, eu 
yas cardcteristicas productives se analizan a partir do las observacio 
nés de sus magnitudes econômicas, producto, cantidades de factores de 
producciôn y precios de los factores de producciôn. Estas observacio-- 
nes se obtienen dividiendo las magnitudes agregradas provinciales por 
el nOmero do explotaciones de la provincia.
A continuaciôn describimos las variables utilizadas en la os^  
pecificaciOn y estimaciôn de los modelos planteados, las fuentes esta- 
dîsticas empleadas para obtener las observaciones de las variables y, 
en su caso, los procedimientos de elaboraciôn de las cifras finalmente 
utilizedas a partir de las observaciones bSsicas. Las publicaciones --
del Banco de Bilbao sobre la "Renta Nacional de Espnna y su Distribu---
ci6n Provincial"han sido generalmente las fuentes de infonnaci6n esta- 
dîstica bâsica. A esta elecciôn se ha llegado, después de un an/îl isis 
detallado de las fuentes disponibles,por unas razones que muy resumida 
mente serîan: la carencia de fuentes alternativas - el Ministorio de - 
Agriculture solo facilita datos anuales desde 1976 -, la continuidad y 
experiencia de su equipo de estudios, la publicaciôn de una scrie hoitiq 
geneizada 1955-1975 y, finalmente, la prâctica coincidencia objetiva y 
subjetiva ( 1 ) de los datos facilitados por el Ministorio de Agricultu 
ra y el propio Banco de Bilbao.
1. Nûmero de Explotaciones (NUMEXP.)
La explotaciôn agraria "media" provincial doserita en nues--
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tros modelos necesita una valoraciôn del nûmero de explotaciones agra­
rias que existen en cada provincia espanola en todos los anos de la se 
rie. La fuente estadistica disponible para la obtenciôn de las observa
clones de esta variable son los Censos Agrarios de Espana correspon---
dientes a los anos 1962 y 1972. La misma definiciôn del Censo y su fre 
cuencia decenal impide el conocimiento de la evoluciôn, durante el pé­
riode analizado 64-75, del nûmero de explotaciones agrarias.
Aunque se pueden elaborar distintas hipôtesis sobre la evolu 
ci6n del nûmero de explotaciones agrarias en Espana que nos permitan - 
cuantificar este proceso la dificultad, dentro de los limites de nues- 
tra investigaciôn, de su contrastaciôn empirica nos ha llevado, por me 
ra facilidad de câlculo, a homogeneizar los datos del Censo al periodo 
64-75 mediante la hipôtesis mas simple, la de suponer que los resulta- 
dos del Censo de 1962 se mantienen para los anos 1964 y 1967 mientras 
que los obtenidos en el Censo de 1972 reflejan el nûmero de explotaciq 
nés agrarias existentes en 1971, 1975.
Los Censos facilitan, a nivel global, dos series diferentes 
que representan el nûmero de explotaciones agrarias provinciales, la - 
de nûmero total de explotaciones y la de nûmero de explotaciones con - 
tierra. La serie correspondiente a las explotaciones con tierra es la 
que se ajusta mejor al concepto de explotaciôn agraria utilizado en -- 
nuestra investigaciôn. Las explotaciones agrarias sin tierra tianen -- 
unas caracteristicas eminentemente ganaderas y con un tipo espœial de 
ganaderia. En ellas se practice un tipo de explotaciôn intensive que - 
no utilize un gran nûmero de los factores de producciôn analizalos.Sin
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quitar la imporLancia que tienen este tipo de explotaciones, cuyo nfune 
ro probablemente se vea incrementado, al menos relativamente, en anos 
venideros, es évidente que resultan marginales en nuestro modelo y re- 
queririan un tratamiento especifico.
2. Producciôn Final Agraria (PFA)
Como variable representative del producto obtenido en las ex 
plotaciones agrarias hemos escogido la producciôn final agraria. Esta
producciôn final agraria estâ constituida (ver "Comptabilité et ------
Tableaux Economiques du Secteur Agricole. ECE/FAO, Ginebra, 1956) por 
la suma aritmética de los bienes y servicios que dicho sector ha vendi 
do a otros sectores econômicos, los que han sido consumidos por los hq 
gares de los productores del sector que se trate, y el aumenlo o disitû 
nuciôn de stocks de productos terminados y en curso de elaboraciôn. En 
la prâctica représenta la producciôn del sector agrario destinada al - 
mercado, bien como artîculos de consumo, bien como materias primas de 
otros sectores econômicos. La producciôn final agraria tiene dos riva­
les importantes en la literatura econômica como représentante del pro­
ducto agrario, la producciôn total agraria y el valor ahadido bruto -- 
agrario - o su derivado la renta agraria -. El primero de e1los,la pro 
ducciôn total agraria, es la expresiôn en el sector del producto bruto, 
es decir, de la verdadera producciôn de las empresas agrarias en un pe 
riodo determinado. Como tal podrîa pensarse en 61 como el indice ido-- 
neo de lo obtenido a partir de la transformaciôn de los recursos en el 
seno del sector, y asi es utilizado en gran nûmero de anûlisis sec to-- 
riales. El sector agrario es especifico en este aspecto, la gran impor
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tancia que aûn tiene en su producciôn, aunque descienda a pasos agigan 
tados, el reempleo de recursos producidos en el mismo sector y que no 
pasan por el mercado y la dificil cuantificaciôn de este tipo de recur 
SOS hace que sea conveniente eliminar los aspectos de autoproducciôn - 
de los modelos a estimar . Precisamente la PFA contabiliza la diferen-- 
cia entre el producto total y el reempleo. Gran nûmero de estudios de 
producciôn utilizan el otro rival, el valor anadido bruto (o neto) co­
mo indicador de la producciôn. Sin embargo, y aûn mâs si la finalidad 
es el estudio del cambio têcnico, no podemos eliminar estos inputs in- 
termedios que son portadores del cambio técnico.
lias observaciones de esta magnitud econômica a nivel provin­
cial han sido extraidas de las publicaciones del Banco de Bilbao co 
rrespondientes a los anos 1964-1967-1971-1975 (Renta Nacional de Espa- 
ha y su distribuciôn provincial). Conservando su estructura hemos co-- 
rregido estas cifras con las de base publicadas por el M” de Agricultu 
ra. La valoraciôn estâ realizada en miles de ptas. constantes de 1970.
3. Gasto en Fertilizantes (GASFER).
Los fertilizantes constituyen una de las partidas mas impor­
tantes, a nivel de gasto y productividad, de los inputs intermedios - 
utilizados en el sector. El gasto en fertilizante recoge observaciones 
de las corapras efectuadas a nivel provincial de fertilizantes nitroge- 
nados,fosfatadosy potâsicos, asi como en enmiendas del suelo. Las fuen 
tes estadisticas de esta magnitud han sido las publicaciones corregi-- 
das del Banco de Bilbao, correcciones debidas a la variaciôn de los —
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câlculos de campana a anuales en el sector agrario. La valoraciôn co--
rresponde a miles de ptas. constantes de 1970.
4. Cantidad de Fertilizantes (CANFER).
Los diversos tipos de fertilizantes utilizados necesitan ser 
homogeneizados en Sus elementos nutrient.es para su agregaciôn. Asi po­
demos obtener una evaluaciôn, - generalmente en toneladas môtricas -, 
de la cantidad de elementos nutrientes utilizados a nivel provincial. 
La Direcciôn General de la Producciôn Agraria del de Agricultura, - 
en su secciôn de fertilizantes, constituye una fuente estadistica in-- 
dispensable para las observaciones de esta variable. AllI se recogen - 
los datos de salidas de almacén de fertilizantes nitrogenados fosfata- 
dos y potdsicos a nivel provincial. Estos datos permiten elaborar un - 
consumo "tcôrico" de elementos nutrientes a nivel provincial sin nin-- 
gûn tipo de correcciôn. Este dato "teôrico" solo estâ sometido a los - 
errores y sesgos derivados del consumo en una provincia de cantidades 
de fertilizantes que tienen su origen en una provincia distinta. Sin - 
ningûn tipo de dificultad podemos suponer que eStos errores entre pro- 
vincias limîtrofes son,en el periodo considerado, perturbaciones alea- 
torias de esperanza nula. Esto se confirma con la gran difusiôn a nivel 
provincial de la red de almacenes distribuidores de productos fertili­
zantes .
Este error, que no es importante en nuestro periodo, es fun­
damental en los anos anteriores a 1961 donde los productos fertilizan­
tes ernn esencialmente de importaciôn y se distribuîan por los puertos.
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Esta distorsiôn de la entrada de fertilizantes se conjugaba con la ---
irregular distribuciôn en el tiempo de la importaciôn. Serîa necesaria 
una investigaciôn compléta para analizar este consumo a nivel provin-- 
cial en anos anteriores a dicha fecha.
La unidad de medida ha sido la tonelada mêtrica de elemento
nutriente.
5. Gastos en Salaries (GASTRA).
Cuantif ica, en miles de ptas. corrientes, el gasto efectuado 
en la contrataciôn de mano de obra asalariada en las explotaciones. —  
Forma parte, en proporciones variables segün las provincias, del coste 
total de la mano de obra utilizada en las explotaciones agrarias. La - 
remuneraciôn de los asalariados agrarios incluye dos partidas diferen­
tes, los sueldos y salaries brutes percibidos y las cuotas empresaria- 
les a la Seguridad Social Agraria.
Una evaluaciôn correcta de la dimensiôn de esta variable im- 
plicarîa la disponibilidad de estimaciones fiables de la magnitud de - 
la poblaciôn activa agraria, su composiciôn estratificada - al menos - 
en lo referente a las categorîas de asalariados, no asalariados y ayu- 
das familiares -, el nûmero de horas anuales trabajadas segûn los dis- 
tintos estratos de poblaciôn, la distribuciôn espacial del paro agra-- 
rio existante y su evoluciôn, y, finalmente, el nivel de los salarios 
agrarios para las distintas categorîas profesionales del sector. El eq 
tado actual de las estadîsticas espanolas no permite realizar una valq
22 3
raciôn de ese caracter. El establecimiento de un conjunto de hipôtesis 
oportunas permite elaborar un indicador de esta magnitud.
Las fuentes estadîsticas para el conocimiento de] monto de - 
la poblaciôn activa agraria espanola son los Censos de Poblaciôn, los 
Censos Agrarios, la Encuesta de Poblaciôn Activa del INE, el Servicio 
de Estudios del Banco de Bilbao, las Memorias de la Hermandad (MNAG), 
las Memorias de Actividades de la Organizaciôn Sindical, el Censo El oc 
toral de la Hermandad, la Mutualidad Nacional de Previsiôn Agraria del 
M" de 7\gricultura. Sobre este tema ha existido una polémica pûblica on 
los anos 76-77 en las paginas de la revista del M°"Agricultura y Socie 
dad’,' aunque la polefnica soterrada sigue vigente (2) .
La composiciôn de la poblaciôn sôlo se refleja en la actualq 
dad en la EPA del INE y en los datos del Banco de Bilbao que utilizan 
esta fuente bâsica de informaciôn.
El nûmero de horas anuales trabajadas es totalmente descono- 
cido empleandose diversos supuestos para contabilizarlas, Leal (1975), 
Tarrafeta (1979), no contrastados empîricamente.
Si nos centramos en estadîsticas a nivel provincial, las ûnq 
cas disponibles son las del Servicio de Estudios de! Banco de Bilbao. 
En su publicaciôn de la serie homogenea 1955-1975 incluye una serie de 
datos sobre el nûmero de empleos asalariados por provincias y del gas­
to provincial en salarios. Su aceptaciôn, ya que es la empleada en --
nuestras estimaciones, impiica las siguientes hipôtesis:
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a.- Los censos de poblaciôn subvaloran la poblaciôn activa - 
agraria al no tener en cuenta las ayudas familiares, fundamentalmente 
poblaciôn activa femenina y juvenil.(En cuanto a la poblaciôn asalaria 
da coincide con las hipôtesis de Gaviria).
b.- La EPA del INE evaluan con mayor correcciôn los niveles 
de poblaciôn activa.(Para Gaviria esto no es cierto aunque su argumen- 
taciôn es flojîsima en nuestra estimaciôn. Una ayuda familiar no varia 
de un activo cualitativamente sino cuantitativamente, es un problema - 
de hipôtesis diferentes sobre la importancia de la actividad agraria).
c .- El paro puede evaluarse con las cifras de la EPA y las - 
oficinas de empleo (M" Trabajo) ponderadas.
d .- Importancia de los registros del INP para determinar el 
nûmero de empleos.
e .- Existen diferencias entre poblaciôn activa y nûmero de - 
empleos a favor de este ûltimo.
Las divergencias que se observan en la comparaciôn de las c^ 
fras agregadas a nivel del Estado facilitadas por el M® de Agricultura 
y el Banco de Bilbao, siempre a favor de estas ûltimas, parece deberse 
a la mayor valoraciôn de la renta nacional de Espana realizada tradi—  
cionalmente por el Banco de Bilbao.
La evaluaciôn del coste de la mano de obra en las explotacio
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nés agrarias mediante la consideraciôn exclusive de su parte asalaria­
da es una cuantificaciôn parcial y, lo que es mas importante, sesgada 
a nivel provincial de esta magnitud econômica debido a la diversidad - 
de explotaciones agrarias que coexisten en Espana.
6. Gastos Globales en Trabajo (GETTRA).
En la estimaciôn de esta magnitud los problèmes se asemejan, 
como una gota de agua a otra, a los enumerados en la descripciôn de la 
variable anterior. El punto a destacar séria la nula contabilidad que 
se lleva de estos gastos en las explotaciones agrarias, Aûn sin disen­
tir de la opiniôn contenida en las Cuentas del Sector Agrario de que - 
las hipôtesis de cuantificaciôn no pasan de ser meros supuestos de ca­
râcter heurlsticOy es évidente^que se hace necesario un câlculo, aunque 
pueda ser aproximado o errado, de esta magnitud. Hemos utilizado en --- 
nuestra estimaciôn, por las mismas razones anteriores, las cifras con- 
tenidas en la publicaciôn de la serie homogenea del Banco de Bilbao.
7. N® de Empleos en el Sector Agrario (CEXTRA).
Tomando como fuente la misma publicaciôn que para la varia-- 
ble anterior, toma en cuenta el nûmero de personas empleadas anualmon- 
te, asalariadas y no asalariadas, en el sector agrario. La serie homo­
genea 1955-1975 discrimina entre ambos conceptos.
8. Gastos de Mecanizaciôn (GEXMEC).
Esta variable recoge el flujo destinado a la mecanizaciôn --
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anualmente. Incluye los gastos de energla, lubricantes y neumâticos y 
los destinados a conservaciôn y aniortizaciôn de maquinaria y traçtores. 
Las cifras utilizadas, basadas en las estimaciones del Banco de Bil—  
bao, han sido corregidas con las publicadas por el Ministerio de Agri­
cultura. La correcciôn de las series de gasto en mecanizaciôn es im---
prescindible debido a la sobrevaloraciôn que hasta 1978 hablan tenido 
las estimaciones de esta variable. Esta sobrevaloraciôn tenfa su base 
en la inflaciôn de las cifras reales de consumo de gasoil en la agri—  
cultura/ya que êstas eran utilizadas como Indice del nûmero de horas - 
trabajadas por tractor y como consecuencia del valor de los gastos de 
conservaciôn y amortizaciôn de la maquinaria.
9. Cantidad de Mecanizaciôn (GEXMEC).
Refleja, a nivel provincial, la incidencia del proceso de me 
canizaciôn. Es una de las variables mejor conocidas por la obligaciôn 
de inscribir en las Delegaciones del Ministerio de Agricultura la ma-- 
yor parte de la maquinaria agraria, traçtores, cosechadoras, motocultq 
res, etc... Las publicaciones del Ministerio de Agricultura "Censos de 
Maquinaria Agricola" datan de 1959 y son editadas anualmente. Entre —  
los diversos Indices de necanizaciôn que contienen hemos elegido el —  
que da el nûmero de C.V. por cien Has. cultivadas. Este Indice se mul- 
tiplica por la superficie cultivada a nivel provincial recogida de los 
Anuarios Estadisticos del Ministerio para obtener la cantidad de meca­
nizaciôn utilizada.
10. Gastos en Semillas y Fitosanitarlos (GESEMI).
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Elaborados con las mismas fuentes y criterios anâlogos a los 
anteriores, en miles de ptas. corrientes. Esta variable debido a la ma 
yor centralizaciôn de la producciôn y de la distribuciôn, incluirâ es­
timaciones sobrevaloradas del uso de este input en determinadas provin
cias como Madrid, lo que introducirâ un sesgo en las series. Este ----
error serâ mas perceptible en los ûltimos anos del periodo cuando el - 
consumo de estos factores se ha hecho mas importante.
11. Cantidad de Semillas y Fitosanitarios (CESEflI) .
La construcciôn de esta variable se ha efectuado a partir do 
las cifras provinciales de gasto en estos factores deflactadas. El pro 
cedimiento es el siguiente: el gasto provincial en semillas se deflac 
ta por el deflactor implicito en la serie de semillas a ptas. constan­
tes que se publica en el Anuario de Estadistica Agraria del Ministerio; 
el gasto provincial, en fitosanitarios se deflacta de una manera semejan 
te con su deflactor implicito; ambas series obtenidas se suman a nivel 
provincial y para cada ano de la serie, dândonos una estimaciôn de la 
cantidad de inputs utilizada. Este mêtodo de deflacciôn utilizado co-- 
munmente en las investigaciones en economia agraria, Griliches (1964), 
Fishelson (1971), Timmer (1970), tiene el inconveniente de hacer los - 
precios de estos inputs la unidad para algûn ano de la série, en nues­
tro caso 1970.
12. Gasto en Tierra (GEXTER).
Para la cuantificaciôn de esta variable, que podemos conside
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rar una estimaciôn de la renta de la tierra, necesitamos conocer un —  
câlculo del valor productive del stock de tierra, edificios y planta—  
ciones y un indice del porcentaje de este stock productive que se con- 
vierte anualmente en flujo de recursos productives a transformai*.
Las valoraciones del stock de tierra utilizan generalmente - 
dos procedimientos, el precio de mercado de la tierra, observado en —  
las transacciones agrarias, y el canon de arrendamiento de las tierras, 
El primero de elles no refleja el valor productive de la tierra ya que 
la compra de tierras se utiliza generalmente como depôsito de valor. - 
El segundo que refleja con mayor exactitud las caracteristicas produc- 
tivas de la tierra tiene la dificultad de su poca transparencia - los 
arrendamientos rûsticos son prâcticamente desconocidos - y de la peque 
na amplitud de su extensiôn en relaciôn con la superficie productive.
El procedimiento utilizado en nuestro modelo tiene una gran 
tradiciôn en la literatura econômica agraria, Dinswanger (1974), y con 
siste en una medida del stock de tierra a precios constantes de un ano 
base. La superficie total de la tierra de una provincia se divide en - 
superficie productive e improductive. La superficie productive estâ -- 
compuesta por terrenos agricoles y no agricolas. La valoraciôn de la - 
superficie agricola parte de la hipôtesis de la existencia de cuatro - 
calidades homogeneas de tierra en cada periodo de tiempo, tierras dedi 
cadas a forestal no arbolado, a forestal arbolado, a cultivos lehosos 
y a cultivos herbâceos. En términos fisicos, la superficie agricola de 
una provincia puede variar debido a dos causas fundamentales, las alte 
raciones en la cantidad de superficie agricola y las modificaciones en
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el uso de esta tierra. Estas variaciones deben reflejarse en la valora 
ciôn del stock de superficie agricola productiva. Suponemos asimismo - 
que, en términos reales, el precio de la Ha. de tierra destinada a paq 
tos se conserva a lo largo del periodo. Si esto es asi, el câlculo de 
los precios relativos de las distintas calidades de tierra en el ano - 
base de estimaciôn nos permitirâ obtener unas ponderaciones de calidad 
productiva a precios constantes. Estas ponderaciones son utilizadas pa 
ra calculer la valoraciôn del stock de tierra a precios constantes a - 
nivel provincial a partir del conocimiento de la evoluciôn de las su-- 
perficies agrarias provinciales.
Las variaciones en el tiempo de este Indice calculado del -- 
stock de tierra miden evidentemente los cambios relativos efectuados - 
en la superficie destinada a usos agrarios en cada provincia asi como 
las alteraciones en el uso de estas tierras.
Para obtener la valoraciôn de la tierra a precios corrientes 
se ha utilizado el Indice del coste de la vida por pretender reliejar 
exclusivamente las caracteristicas productivas de este factor'. La esti 
maciôn base utilizada ha sido la valoraciôn contenida en "la Rigueza - 
Nacional de Espana", Deusto (1968), que refleja el câlculo del f;tock - 
de tierra en el ano 196 3 en miles de pesetas corrientes. Se han maneja 
do asimismo para contrastaciones las Cuentas de Capital de la Agricul­
tura elaboradas por EDES (1975) e INITEC (1978) y cuyos resuItados re- 
sumidos se encuentran en "Las Cuentas del Sector Agrario" n® 1, 3 y 4.
Los anâlisis realizados sobre determinados Indices del por--
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centaje de utilizaciôn anual de este stock de tierra, tipo de interés 
de los créditos hipotecarios,del crédite agricola, no nos han llevado 
a concluir en ninguna estimaciôn distinta a la tradicionalmente emplea 
da del seis por ciento como porcentaje del flujo de recursos de tierra 
anual por lo que la hemos utilizado. Esta elecciôn facilita la compara 
ciôn de nuestras estimaciones con las obtenidas en trabajos existentes 
en la literatura.
13. Cantidad de Tierra (CANTER).
En esta variable hemos utilizado dos tipos de valoraciones.- 
En las especificaciones que incluyen también el gasto de tierra hemos 
empleado las cifras de superficie agraria contenidas anualmente en los 
Anuarios de Estadistica del Ministerio . En los modelos de funciones 
de producciôn, que no contienen especificaciones de precios, ha pareci^ 
do mas conveniente distinguir entre las distintas calidades de tierra, 
ya que el simple nûmero de Has. indiscriminado parece poco convincente, 
y se ha empleado la estimaciôn del stock de tierra a precios constan-- 
tes de 1963 descrita en el apartado anterior como variable representa­
tive .
14. Gasto y Cantidad de Otros (OTROSG, OTROSC).
La inclusiôn de los gastos en piensos en algunas especifica­
ciones del modelo ha llevado a construir una variable denominada Otros. 
Los gastos en este factor de producciôn incluyen los gastos efectuados 
anualmente a nivel provincial en semillas, piensos y fitosanitarios. -
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La estimaciôn de la cantidad utilizada de este factor de producciôn se 
ha realizado por el mismo proceso de deflacciôn descri to en la varia-- 
ble semifito.
Todas las cifras de gasto enumeradas en los apartados ante-- 
riores han sido deflactadas con el deflactor implicito de la produc-- 
ciôn final agraria (PFA) contenido en las publicaciones del Ministerio 
de Agricultura.
Los precios de los factores productives se han obtenido div^ 
diendo las cifras de gasto por las de cantidad. Estos precios son en - 
la mayoria de los casos un cierto tipo de precios "sombra" que refle-- 
jan el impacto de los costes reales sobre la producciôn agraria. Al ha 
ber deflactado las cifras de gasto por el deflactor de la PFA, los pre 
cios que manejamos son precios relativos que estarîan dentro de la ca- 
tegoria de precios pagados-precios percibidos por los agricultores.
6-2. El Periodo de Estimaciôn.
En este apartado trataremos de analizar los principales ras- 
gos que caracterizan la evoluciôn que ha sufrido la estructura produc­
tiva de la agricultura espanola.
En primer lugar vamos a observer la evoluciôn del cuadro ma- 
croeconômico durante el periodo. El anâlisis lo realizaremos en térmi­
nos reales fComentando las que han sido sus principales llneas de ten- 
dencia.
Nos detendremos, en segundo lugar, en el comportamiento se-- 
guido por los "Gastos de fuera del Sector", por cuanto ellos afectan a 
un buen nûmero de las variables del modelo.
En tercer lugar, analizaremos el comportamiento de las "Cuen 
tas de Capital" de las que asimismo se ha extraido otro grupo de varia 
bles.
Por otra parte, comentaremos los cambios habidos en nuestro 
comercio exterior agrario, en concordancia con toda la evoluciôn del - 
sector.
Finalmente, llevaremos a cabo una sintesis de lo que puede - 
denominarse "evoluciôn funcional" de la agricultura en el periodo. Se 
trata de un anâlisis de los cambios habidos en los papeles desempena—
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dos por el sector agrario en el desarrollo industrial.
La publicaciôn por la Secretarla General Tôcnica del M° de - 
Agricultura desde 1975 de las "Cuentas del Sector Agrario" nos va a -- 
permitir realizar el anâlisis de la evoluciôn en términos reales del - 
cuadro macroeconômico de la agricultura espanola en el periodo 1964 —
1975.
El incremento de la Producciôn Final Agraria ha sido supe--
rior al de la Producciôn Total por la caida de los reempleos, particu- 
larmente a partir de 1969. Igualmente el Valor Anadido Bruto del sec—  
tor ha crecido menos que la Producciôn Final Agraria, debido al fuerte 
incremento de los Gastos de fuera del sector.
Deteniéndonos en la Producciôn Final 7\graria, ésta se incre- 
mentô en términos reales desde 1964 a 1975 en un 39,7%. Analrzando por 
grupos de productos se observa que los agricolas han crecido un 31,1”;, 
los ganaderos un 58,2% y los forestales un 28,7%. Destaca entre los -- 
agricolas la caida de los cereales y de las leguminosas grano, y el -- 
crecimiento de la producciôn de carne y variaciones de la cabana y de 
huevos.
De aqui podemos extraer una primera caracteristica de nues-- 
tra producciôn agraria: la disminuciôn drâstica de la producciôn de ce 
reales y leguminosas grano, bases de la alimentaciôn animal, y al mis­
mo tiempo el aumento considerable de la producciôn de carne y huevos.
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La escasa diferencia entre el V.A.B. a precios de mercado y 
el V.A.B. al coste de los factores evidencia una aparentemente escasa 
importancia de las subvenciones de explotaciôn. Pero esta apariencia - 
es errônea ya que una amplia proporciôn de los crédites oficiales se - 
orienté a financiar el capital circulante de las explotaciones. Por -- 
otra parte, los gastos en indemnizaciones y los costes de intervenciôn 
en los mercados por parte de FORPPA a partir de 1969 han sido cuantio- 
sos. En consecuencia puede pensarse que el V.A.B. al coste de los fac­
tores estâ sobrevalorado.
En resumen, la evoluciôn de las principales macromagnitudes 
ha tenido las siguientes tasas de incremento real medio anual acumula-
tivo: el 2,9% para la Producciôn Total Agraria, un 3,9% para la Produc
ciôn Final Agraria, un 7,1% para los Gastos de fuera del sector y un - 
2,8% para el V.A.B. al coste de los factores. Estas lineas de tenden—  
cia estimadas para el periodo 1964-1978,pueden ser consideradas basica
mente vâlidas para nuestro periodo.
El fuerte incremento de los Gastos de fuera del sector, no - 
es otra cosa que el reflejo del cambio en el uso de técnicas agricolas 
asi como de la mayor integraciôn de la agricultura con el resto de los 
sectores econômicos.
Los conceptos de gastos que mâs han contribuido a la consol^ 
daciôn de esta tendencia han sido los piensos, la energia y la conser­
vaciôn de la maquinaria, mâs concretamente, han sido los piensos com—  
puestos, adquiridos a firmas comerciales frente a los elaborados en la
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explotaciôn, los carburantes entre los gastos de energia y las repara- 
ciones de maquinaria entre los de conservaciôn de maquinaria. En menor 
grado creciô el consumo de fertilizantes y productos zoosanitarios y - 
fitosanitarios.
La evoluciôn de las Gastos de fuera del sector ha sido sin - 
duda el factor déterminante del escaso crecimiento del V.A.B. al coste 
de los factores y por tanto del V.A.N. al coste de los factores o Ren­
ta Agraria, dada la escasa importancia relativa de las Amortizaciones, 
a pesar de su fuerte incremento. Ademâs,este incremento de los Gastos 
de fuera del sector ha ido acompanado permanentemente durante el periq 
do por un indice de paridad (relaciôn precios percibidos/ precios paga 
dos) mayor que cien, pero por una relaciôn de intercambio (relaciôn -- 
precios percibidos/precios pagados mâs salarios), fuertemente deficita 
ria.
La evoluciôn de los salarios agrarios estâ sin duda en la ba 
se del aumento de los gastos de fuera de sector, que, como veremos a - 
continuacion, responde al proceso de capitalizaciôn (principalmente me 
canizaciôn) sufrido por la agricultura en el periodo.
Las Cuentas de Capital comprenden dos magnitudes bâsicas: el 
Patrimonio Agrario y la Formaciôn de Capital en la Agricultura.
Los epigrafes que componen la primera magnitud poseen el ca­
râcter de "stocks", de medios de producciôn acumulados hasta la fecha 
en que se realiza el anâlisis. Los que componen la segunda son sin em-
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bargo "flujos" do bienes de capital que se agregan ano a ano al stock 
anterior.
El anâlisis de la evoluciôn de las Cuentas de Capital se en- 
frenta.con serios problèmes estadisticos y metodolôgicos, por tanto —  
nos limitarernos a comentar algunos de los epîgrafes que integran estas 
cuentas.
Por una parte el valor de la tierra y las plantaciones ha -- 
crecido de 1963 a 1976 mâs de un 200%, pero esta valoraciôn hecha en - 
pesetas corrientes encubre lo que ha sido un proceso de descapitaliza- 
ciôn del sector agrario.
Tarrafeta (1979) resume en el cuadro anexo, el impacto de —  
las principales causas de este proceso que se ha incrementado notoria- 
mente en los ûltimos anos del periodo (1972-1975), observândose inclu- 
so que el incremento del valor del Patrimonio Agrario en el cuatrienio 
1972-1976 es notablemente inferior al crecimiento en dicho periodo del 
Indice del coste de la vida.
Otro aspecto destacable es el dinamismo del epigrafe maquina 
ria que ha aumentado su importancia relative, especialmente desde 1972
1976.
La Formaciôn de Capital en la Agricultura comprende la Forma 
ciôn de Capital Fijo mâs la variaciôn de existencias. Vamos a referir- 
nos unicamente a la evoluciôn de la Formaciôn de Capital Fijo, o mâs -
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(Proiricilios anuales)
. ' Miles (le inülones de pesetas
A m o„|.
t i c i o  tcs la lcs
F l) i/o o -  O lta s  T o ta l
1 2 3 4 5 (a) 6 =  1 a 4
IV 6 2 -6 3 . . . . 5.0 2.1 0.4 2.2 10.0
1 9 6 3 - 6 7 . . . . 7.8 3,4 0 ,6 2.5 - 14.3
I96S -7 I . . . . I3..1 5,7 0.8 3,4 23.2
1 9 7 2 - 7 5 . . . . 21.3 9.3 .3.8 5.0 39.4
V . Sufics <lcs:iiijic p .id iis lu a d ro  20 del / ’.p.’ n j i r c  lis ta d .s ik o
(a ) r.rnsiAn y dcprütUciôn ilc suclos fe rtiles . a tv r ir  niuTKi'^
Fuente: Tarrafeta(1979) pg. 240 
concretamente de las inversiones.
La contrastaciôn del trabajo de Bias Calzada (19G9) y las -- 
Cuentas del Sector Agrario, nos permite establecer algunas conclusio--- 
ries.
Al principio del periodo considerado los agricultores, que - 
poseen en su con junto medios financieros mâs que soljrados, invierten - 
poco. Transfieren preferentemente hacia otros sectores productives su 
excedente y cuando invierten, hay que destacar que el mobiliario mec5- 
nico abosorbe el 70% del capital, mientras el resto de los componentes 
edificaciones y mejoras, solo absorben el 30% de la inversiôn de los - 
agricultores privados. De otra parte un porcentaje muy considerable de
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la inversiôn agricola, que Bias Calzada estima entre el 60 y el 70%, - 
ténia su origen en la inversiôn directe del Estado, las subvenciones - 
de inversiôn y los créditos de organismes estatales y entidades oficia 
les de crédite.
Por el contrario, al final del periodo considerado, en los - 
anos 74,75 y 76 la Formaciôn Bruta de Capital Fijo se caracteriza por 
la siguiente distribuciôn porcentual: maquinaria 30%, mejoras permanen 
tes 30%, ganaderia 24%, creaciôn y desarrollo de plantaciones 13% y —  
construcciones agrarias 4%. La tasa de incremento anual de F.B.C.F. es 
de un 14%, ligeramente inferior al nivel general de precios.
En procentaje la F.B.C.F. significa el 21,5% del valor anadi^ 
do al coste de ]os factores, comparable a la OCDE y CEE. Las inversio­
nes suponen de un 4 a un 5% del capital amortizable, lo que équivale a 
un periodo de amortizaciôn de los activos agrarios de 20-25 anos, y -- 
por tanto excesivamente elevado.
Tarrafeta (1979), matiza estas apreciaciones resenando que - 
la inversiôn pûblica en el sector agrario, en términos constantes, se 
encuentra estancada o ha experimentado un crecimiento muy lento. Por - 
su parte la inversiôn privada, que mantuvo un crecimiento ininterrumpi^ 
do desde 1962 a 1971 ha sufrido un retroceso entre 1972 y 1975.
Si comparâmes las estimaciones realizados por Tarrafeta so-- 
bre la evoluciôn de la cifra de Inversiones y Iss opiniones de Bias -- 
Calzada, no hay coincidencia aparente entre ambas, pero hay que tener
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en cuenta que cerca de la mitad del crédite oficial se ha venido orien 
tando a financiar el capital circulante de las explotaciones.
Kvoi.ncTON 1)1: i . a  ni ua di: iNvtksîONFs
( l ’ roi’ii-di'is aminVjs de cüda periodo)
M lles  de niilloncs de pcscl.is
I N IN  S! I AS l : \  I 'l.S C I AS C O N S IA N IF S  
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IT v T Îs  
I l  m- 
l ''.\.|-6 7
sion si'.in
PÙM.C.
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.ipi.id.i IV  : 67
1 2 3 4 5 =- 3 1 4 6
1 9 6 2 -6 3 .. . .  22,7 64 14.2 9.9 21.1 72
1961-67 . . .. 35.5 100 21.7 11.8 33.5 100
I96 S -7 I . . .. 55.2 155 32 5 II .K 44.3 1.32
1972-75 .. . .  75.2 212 2 9 .R 12 R 42.6 !27
V  n , m - '  ;'n -.i. ilr . i-n i l  c . i î j i o ’  t ic ’ /■ n II..- I
Fuente: Tarrafeta (1979) py. 78
Si pasamos ahora al anâlisis de la evoluciôn del coinercio ex 
terior agrario podemos senalar que en precios constantes de 1970, la - 
evoluciôn de nuestras importaciones ha sido como recoge el cuadro ane­
xo. En el mismo periodo en cl que nuestra PFA liabia crecido un 35,4%, 
las Importaciones lo hicieron en un 98,07% y las exportaciones en un -- 
66,4%, siempre en términos reales. Como consecuencia el déficit crôni- 
co de nuestra balanza comercial agraria se mantiene ininterrumpidamcn- 
te desde 1965, habiendo oscilado el indice de coliertura entre un rnâxi- 
mo del 89% en 1970 y un mînimo del 57% en 1975.
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EVOLUCION REAL DE IMPORTACIONES Y EXPORTACIONES 
( En precios constantes de 1970. 1970 - 100 )
ANOS IMPORTACIONES 
indice/ pesetas
EXPORTACIONES 
indice/ pesetas
DEFICIT
indice/ pesetas
1968 91,,58 60,,084,,8 97,,56 45,,287, 0 240,,47 15 .517, 8
1969 96,, 81 69,.565,,1 95,,12 48,,752, 2 322,,52 20 .812, 9
1970 100,,00 66,.629,,0 100,,00 60..176, 0 100,,00 6 453, 0
1971 106,,78 72.,162,,0 102,,05 63., 479, 7 134,,55 8 682, 3
1972 108,,15 87.,290,,8 103,,02 67.,845, 1 301,,34 19 .445, 7
1973 147,,34 86.,180,,3 124,,98 72.,980, 5 204,,55 13 199, 8
1974 177,,20 95.,681,,1 158,,05 65..012, 9 475,,25 30 668, 2
197 5 167,,67 108.. 201,, 2 • 163,,51 64.,004, 0 684,,91 44 197, 2
1976 189,,65 104 .332,,8 164,,00 83..696, 9 319,,79 20 635, 9
Fuente: Elaboraciôn propia en base a datos de las Cuentas del Sector —  
Agrario n® 2. M” de Agricultura 1977. En millones de pesetas.
Sin embargo, lo importante es observar que este déficit esté 
polarizado en un grupo de productos no excesivamente numeroso. Et con­
crete nos referimos a los siguientes capitules del arancel: 10: cerea­
les, 12: semillas y productos oleaginosos, 17: azûcares, 24: tabicos, 
41: pieles y cueros, 44: madera, 55: algodôn. En el cuadro siguiente, 
recogemos la evoluciôn de estas importaciones en pesetas corrientes, -
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asi como el porcentaje que representan sobre el total de importaciones 
agrarias. También recogemos la estimaciôn realizada en pesetas constan 
tes de 1970 para 5 de los 7 grupos mâs significativos del arance]. Los 
datos son claros, las importaciones de cereales (sobre todo maiz), de 
semillas oleaginosas, de algodôn y de madera se han duplicado, y las - 
de pieles y cueros se han triplicado practicamente.
roLUKimciON ot la s i m p o b t a c i o n k s  a g r a r i a s  Gt: l»t» a l»7t
( En cocriBnlRR y «o p a b u i r r conRlAnle» d* IS70 )
Gjpltulos d«l
1 10.1 10,0 «.» M . O  10.) 17.1 )».) )».• )1.‘
10 C.r.Al., J ,, , „ , , 1 , , 11.7 D . 5  71.) 71.5 H . )
1.5 ».« 11.5 D . )  11.1 D . 5  77.1 77. ] )1.»
1.1 II.) 11,5 17,0 11.5 1.7 11.» 15.) 17.7
7.1 7.7 1.5 0.7 1.1 1.» 17.7 7).0 7.)
\1 Aiâc«r««
),7 1,7 1.5 5 1 5.» S.) 7.» 0.1 17.1
7.7 1.5 7,S ).7 4.1 1.1 1.) 4.)
7.) 1.7 7.4 ).l 0.1 I.) 4.4 4.2 17.)
4.7 4.4 4.0 7.1 >.0 15.1 17.4 D . l  70.4
1.4 4.4 4.4 1.0 4.1 11.0 10.7 7.0 4.5
7.4 7.4 7.1 1.7 5.1 4.0 4 1 7.7 10.7
7.4 ).0 7.1 ).» 1.7 5,7 1,7 5.0 5.6
%
d« l«PJf*l 4,,i i,.5 59,0 44.7 54.4 51.4 77.0 49,1 41,0
cinny#
(U t àé •liloritit da peseta# c o m e n t e #
tu I «it<» üa «lllciny# J# py*lâa conatante# de I# D. G. do Ajuan"#.
Nuestras exportaciones se hallan polarizadas también en 5 ca 
pitulos del arancel: 07: legumbres y plantas, 08: frutar; come.s t ibles, 
15: grasas, 20: preparados de legumbres y frutas, 22: bebidas, sicndo 
nuestro principal cliente la CEE.
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Los trabajos ya cl^sicos de Naredo (1974) y de Leal, Leguina 
Naredo y Tarrafeta (1975), ban abundado en un enfoque funcional, que - 
résulta clarificador para conocer los cambios habidos en el sector.
Cuatro son las principales funciones que asignan los autores 
al sector agrario en el desarrollo industrial: ser fuente de recursos 
financières, mercado para la industria, abastecedor de alimentes y ma- 
terias primas, y exportador de mano de obra.
La evoluciôn en el tiempo del papel desempenado per estas -- 
funciones puede resumirse asi: en la década del sesenta la exportaciôn 
directa de tral^ajo agrario cobra una importancia creciente en cl pro-- 
ducto total del sector. Antes, "la relativa abundancia de mano de obra 
es lo que permitîa el mantenimiento del sector agrario como economia - 
natural en la que se reponian la mayor parte de la energia y las mate- 
rias primas invertidas en el proceso productive". Ahora, "las transfe- 
rencias de la fuerza de trabajo adscrita al sector rompen definitiva-- 
mente con esa economia natural, haciendo de la agricultura un sector - 
cada vez mds dependiente de los factores de produccidn externes de -- 
energia y materias primas y équipés de origen industrial". En resumen, 
"el sector agrario, al facilitar la mano de obra necesaria para el de­
sarrollo industrial, engendra la crisis de las formas de producciôn - 
tradicionales, ampliando el mercado agrario de medios de producciôn in 
dustriales, con lo que las funciones de fuente de mano de obra y merca_ 
do para la industria aparecen ligadas causalmente".
Todo este proceso se desarrolla a lo largo del periodo y tie
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ne las siguientes manifestaciones:
- La intensificaciôn del dxodo rural obedeco tanho a la nueva 
e intensa demanda exterior de fuerza de trabajo - tnercados laborales - 
europeos -, cuanto a la creaciôn de puestos de trabajo que origina el 
fuerte crecimiento del sector industrial y del sector terciario de la 
economia espanola.
- La emigraciôn de la poblaciôn campesina espanola rcgistra -- 
cambios, no solo cuantitativos, sino tambiên cualitativos, de la mayor
importancia. La caida en têrminos rc]ativos y absolûtes de la pobla--
ciôn activa agraria es mSs brusca que nunca, registrando el Censo de - 
1970 casi dos millones menos de activos-varones y mujeres-en la agricul^ 
tura espanola de 19 60. Se dan importantes disminuciones de ayudas fami 
liares (superiores incluso a los asa]ariados) y disminuciones del ndmc 
ro de empresarios. El papel compensador del trabajo femenino y de los 
grupos de edad mâs avanzada se reduce drSsticarnente. Tnmbien durante - 
este decenio se produce el gran salto en el envejecimiento de la pobla 
ci6n activa agraria existente.
En consecuencia la poblaciôn activa agraria ha disminuido -- 
drâsticamente sus efectivos, pasando de representar un 34% en 1964 a - 
un 21% en 197 5 sobre el total de la poblaciôn activa. Asimismo el enve 
jecimiento de la poblaciôn activa supone en 1975 que mds del 54% de -- 
los actives del sector superan los 45 anos.
- El éxodo rural, a partir de un determinado nivel, ha altera-
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do la principal y bdsica condiciôn de sosteniniiento de todo el sistema 
de economia natural agraria al que se ajustaba la agricultura tradicio 
nal espanola: la abundancia de mano de obra y la utilizaciôn de técni- 
cas rudimentarias impedia que en el coste por hectSrea influyera de ma 
nera notoria la mayor o menor superficie de la explotaciôn. Ahora, el 
aumento de la mecanizaciôn produce la ampliaciôn de las economias de - 
escala de las mayores explotaciones con relaciôn a las de menor tamano; 
lo cual conlleva unas menores posibilidades de competencia y de subsis 
tencia por parte de éstas dltimas.
Un buen indicador de lo anterior lo constituye la evoluciôn 
del parque de tractores y cosechadoras, asi como de la evoluciôn de su
potencia media, que patentiza, que el acelerado proceso de mecaniza---
ciôn tuvo lugar primeramente en las grandes explotaciones, dada la ele 
vada potencia media de los tractores, pero que acabarâ afectando a las 
de tamano medio e incluso a la pequena explotaciôn.
- La respuesta dltima de la pequena explotaciôn tradicional —  
tiene que pasar tambiên, necesarlamente, por la concentraciôn de explo 
taciones y la mecanizaciôn posterior. Esa concentraciôn puede adquirir 
la modalidad de venta, arriendo, constituciôn de cooperatives, etc. Pe 
ro en cualquier caso, se producirS la pérdida del carëcter rigurosamen 
te individual de la pequena explotaciôn campesina, asi como un proceso 
paralelo de progresiva subordinaciôn al mercado de las nuevas empresas 
agrarias résultantes.
Esto tendrâ su reflejo en la disminuciôn del ndmero de explo
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taciones que recogen los Censos de 1962 y 1972, y particularmente de - 
la disminuciôn del porcentaje de superficie ocupada por las mds pegue- 
nas al tiempo que aumenta el de las mayores. Este fenômeno de concen-- 
traciôn de explotaciones a pesar de todo, résulta insuficiente para lo 
que se considéra una agricultura capitalista moderna.
Este es el proceso acelerado y final de la crisis de la agri 
cultura tradicional espanola, que afin mantendrd un ritmo muy alto du-- 
rante la década de 1970. El punto de llegada consistiré en una agricul^ 
tura de tipo industrial fuertemente conexionada con el resto de las ac 
tividades econémicas, con un papel cuantitativamente muy secundario --- 
dentro del conjunto productive, y cuyas principales funciones con rola 
ciôn a todo sistema econômico consistirén on abastecer la demanda de - 
productos agrarios en condiciones adecuadas y en amp]iar el mercado in 
terior de medios de producciôn de origen industrial.
El punto de llegada no es otro que la consolidaciôn de lo -- 
que se llama un sector Agroindustrial,en el que el subsector propi amen 
te agrario pierde paulatinamente importancia. En Europa como sena 1 a -- 
Malassis (1973), de un gasto de 100 en alimentaciôn, alrededor de 19 - 
van a las industries suministradoras de la agricultura, 55 a la trans- 
formaciôn y a la distribuciôn y 30 a la agricultura. En Espana este -- 
avance hacia la Agroindustria se lleva a cabo durante los anos 60 en-- 
contréndose a la altura de 1975 notablemente incomplet o . Juan i Fono-- 
llar (1979) .
El segundo rasgo que caractérisa la si tua ciôn del sector a].
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final del periodo lo constituye el creciente grado de dependencia di-- 
recta e indirecta del sector respecto al exterior, Munoz y otros(1978),
"Indirectamente a través, por una parte, de los inputs nece- 
snrios para el desarrollo agrîcola y ganadero (fertilizantes, insecti- 
cidas, pesticidas, piensos compuestos, vacunas, maquinaria agricole, 
etc.) proporcionados por sectores - quimico, maquinaria, etc. - fuerte 
mente vinculados al capital extranjero, y por otra parte, via la tran^ 
formaciôn de las materias primas y la comercializaciôn de las mismas - 
sector de industries alimenticlas ,'etcV
"Directamente, es especialmente destacable la creciente de-- 
pendencia externa, consolidada en pocos anos, de la agricultura espano 
la, via, sobre todo, del desarrollo ganadero y la difusiôn de una die- 
ta alimenticia més desarrollada. Asi por ejemplo son conocidas las ele 
vadas cifras que registran anualmente las importaciones de productos - 
como el maiz, las semillas y tortas de soja y otros condimentos y vege 
taies para la falîricaciôn de piensos compuestos por las grandes empre­
sas del sector donde la participaciôn de multinacionales extranjeras, 
es, como ya hemos senalado uno de los principales rasgos dominantes.La 
mayor parte de estas importaciones vienen impuestas en las proporcio-- 
nes exigidas por el ciclo de alimentaciôn de determinadas razas impor- 
tadas y ampliamente introducidas en el mercado en los ôltimos anos.Ade 
môs, dichas importaciones estân canalizadas y controladas bâsicamente 
por sociedades extranjeras que han realizado, en muchas ocasiones, im­
portantes operaciones especulativas."
6-3. Los Modelos de Funciôn Translog.
Dentro de las carScteristicas que hemos senalado como bôsi-- 
cas para el anâlisis del cambio técnico en la agricultura espanola, -- 
las elaboraciones teôricas de los capîtulos 3 y 5 parecen avalar las -- 
funciones translog como representativas apropiadas para esta tarea. —  
Por una parte se muestran notablemente versStiles en el tratamiento de 
la sustituibilidad entre varies factores de producciôn y por otra per- 
miten ostimar la evoluciôn de las participaciones relatives de los fac 
tores mediante una ecuaciôn lineal lo que las hace espocaal monte favo­
rables en el estudio del cambio técnico.
En nuestro modelo, y dentro del marco de los tooremas de dua 
lidad expuestos en 5-2, utilizaremos como representaciôn de la tecnolo 
gfa de empresas una especificaciôn de funciôn de coste translog. Las - 
razones que nos han inducido a esto elecciôn son tanto de carécter teô 
rico como referidas a facilidades de estimaciôn. Entre las |)rimeras se 
encuentra la no necesidad de imponer homogeneidad de grado uno en la -
funciôn de producciôn para llegar a ecuaciones apropiadas de estima--
ciôn y la presencia como variables independientes de variables exôge-- 
nas al comportamiento empresarial como son los precios, y entre las se- 
gundas la transf orinaciôn lineal que se plantea en la est imac.i ôn de las 
elasticidades de sustituciôn y de demanda de factores - frente a inver 
siones de matrices en la estimaciôn de funciones de producciôn -, la - 
obtenciôn de la demanda de inputs por mera dorivaciôn, la facilidad pn 
ra tratar los problemas de eficiencia noutraies y no neutral es y el --
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evitar los problemas de multlcolineal.tdad entre las variables - inucho 
mSs acusadas en el caso de cantidades de factores de producciôn
De la expresiôn general de una funciôn de coste (5-2-1) pasa 
mos a formuler una funciôn de coste translog como;
In C = v 0 +v In y + [v In P + ^  ^ ly In P In P. + 
y i  ^ i j  J J
+ In P^ In Y (6-3-1)
Si aplicamos el lema de Shephard (1953) (5-2-15) a la expre­
siôn anterior résulta :
«i = Vi + In Pj + Y^y In Y (6-3-2)
ecuaciôn que refleja la relaciôn existente entre las partie^ 
paciones relatives de los factores en el coste, y la producciôn alcan- 
zada y los precios de los factores de producciôn. Esta relaciôn es li­
neal en los logarftmos neperianos de los precios de los factores y del 
producto.
En el capitule 3 hemos desarrollado un anâlisis del cambio - 
técnico basado en la estimaciôn del sesgo en la utilizaciôn de los fac 
tores productives provocado por êste. Dicho sesgo se media a partir -- 
del estudio de la evoluciôn en el tiempo de las participaciones relati
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vas de los factores. En la ecuaciôn(6-3-2) se observa que en la evolu­
ciôn relativa de los factores no solo interviene el cambio técnico si­
no también los precios de los factores y el tamano del producto. Esta 
dificultad es una inanifestaciôn de los teoremas de imposibilidad anali 
zados en el capitule 3. En ausencia de hipôtpsis sol^re el coniportamien
to de los paréinetros de sustituciôn, la estimaciôn del sesgo del
cambio técnico es imposible.
En primer lugar, y para resolver este probleina de identifica 
ciôn, efectuaremos determinados supuestos sobre el proceso de sustitu­
ciôn y las condiciones de homotecia de la funciôn de producciôn para - 
pasar posteriormcnte a la estimaciôn del cambio técnico.
A. Célculo de los parSmetros de una funciôn de coste trans--
log mediante el uso de observaciones cross-section y temporales mezcla 
das.
Para la especificaciôn de este modelo partimos del sistema - 
de ecuaciones (6-3-2). Ya que el estudio en profundidad del comporta-- 
miento de las economî.as de escala queda lejos del obieto de nuestro es 
tudio y fuera de las posibilidades del conjunto de observaciones ut.il£ 
zadas, anadimos la hipôtesis de que la tecnologia de las empresas pue­
de describirse por una funciôn de producciôn homotética, lo que impii- 
ca, como es bien sabido, que la funciôn de coste tiene separabi.l idad - 
fuerte entre la producciôn y el conjunto de los precios, es decir:
C = ïi(y) (}) (p^) (6-3-3)
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Donde h(y) es la funciôn de escala. Esta hipôtesis se refle­
ja en (G-3-2) por medio de la anulaciôn del ûltimo miembro de la ecua­
ciôn ya que Y ~ 0, / i. Con esta hipôtesis hemos resuelto el proble- 
ma de identificaciôn entre el cambio técnico y la escala de la produc­
ciôn. Por lo tanto (6-3-2) se hace;
 ^ j In Pj (6-3-4)
Para la estimaciôn de este modelo uti)izamos una combinaciôn 
de observaciones cross-section y temporales correspondientes a las 50 
provincias espanolas y a los anos 1964-1967-1971-1975. El conjunto de 
observaciones esté formado para cada variable por 50 « 4 = 200 elementos 
que han sido descritos en el apartado 6-1.
Las variables del modelo son los factores de producciôn con- 
siderados, es decir, Tierra, Trabajo, Mecanizaciôn, Fertilizantes, Se­
millas y Fitosanitarios (Semifito) y Semillas, Fitosanitarios y Pien—  
SOS (otros). Con estos seis factores de producciôn y tomando en consi- 
deraciôn dos definiciones distintas de la variable trabajo, una que —  
tiene solo en cuenta el trabajo asalariado y otra que cuantifica el —  
trabajo glol^al, hemos realizado cuatro especif ica cione s distintas que 
llamarei.ios ; Especif icaciôn 1 (Tierra, Fertilizantes, Mecanizaciôn, -—  
Trabajo asalariado y Semifito), Especificaciôn 2 (Tierra, Fertilizan-- 
tes, Mecanizaciôn, Trabajo global y Semifito), Especificaciôn 3 (Tie—  
rra, Fertilizantes, Mecanizaciôn, Trabajo asalariado y Otros), Especi-
ficaciôn 4 ( Tierra, Fertilizantes, Mecanizaciôn, Trabajo global y --
Otros). Estas cuatro especificaciones diferentes y la comparaciôn de -
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sus resultados permit en apreciar con mayor exactitud las caracterisi i- 
cas del proceso de evoluciôn del sector agrario en el periodo. La espe 
cificaciôn (6-3-4) se couvertiré en un sistema de 5 ecuaciones simu)té 
neas a estimar.
A continuaciôn pasamos a analizar las posibles diCerencias - 
de eficiencia entre las observaciones provinciales uti]izadas para su 
tratamiento correcto en la especificaciôn del modelo. Entre 3 as causas 
de estas diferencias podemos senalar ]os efectos de ]a escala de la -- 
producciôn, las diferencias en la capacidad entpresarial , diferencias -
de educaciôn y las diferencias de tecno]ogias debidas a un comporta--
miento histôrico diferente en el marco de la tecnologia agraria. Estas 
causas deben de eliminarse en la especificaciôn del modelo para evitar 
sesgos en la estimaciôn de los parémetros. El no disponer do observa--
ciones correspondientes a dichas variables hace imposible su introduc-
ciôn directa en el modelo. Su especificaciôn indirecta se ha realizado 
por medio de très variables, dos de el las ficticias y una l empc,ral, 
con las que intentaraos identificar los sesgos que producirian estas di 
ferencias de ef iciencia. Los asp>ectos cuantitativos de estas diferen-- 
cias de ef iciencia que se cojnporten de una manera neuf) a 1 solo af ec ta­
ré n a la estimaciôn del termina independiente. I,a introduce iôn del ter 
mino temporal identifica las diferencias de eficiencia moti vadas por - 
el paso del tiempo. Si partieramos de un modelo con camlvio técnico pro 
ducido a una tasa constante a lo largo del tiempo, el coeficiente del
tiempo séria una estimaciôn de dicha tasa.
La primera variable ficticia (TECPIT) represenla la propor--
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ciôn del gasto de piensos a nivel provincial sobre el coste global de 
todos los factores productivos a nivel provincial. Podemos calificar a 
esta variable como representativa de las provincias "mSs ganaderas" en 
cl sentido de que dependen on mayor proporciôn del abastecimiento de - 
piensos en el mercado que otras provincias. La ganaderîa de estas pro­
vincias séria intensiva, con gran proporciôn de cabana estabulada, y - 
como consecuencia con una tecnologia de caracteristicas diferentes al 
resto de las provincias.
La scgunda variable ficticia (IFCTRT) représenta la propor—  
ciôn del gasto en trabajo asalariado en relaciôn con el coste global - 
del factor trabajo. Identifica las provincias en que se utiliza mâs in 
tensamente el trabajo asalariado que configuran un tipo de agricultura 
diferente a aquellas en que la utilizaciôn del trabajo familiar, pro-- 
pietario, ayudas familiares, es la régla.
Con la incorporaciôn de estas nuevas variables al modelo, su 
especificaciôn queda:
«. = V. + In P. + In di + Ç 7 In d% + T In t (6-3-5)
i J J
En restjmen, esta especif icaciôn del modelo, en la que vamos 
a estimar fundamentaimente las y ^ j, garantiza que sus estimaciones no 
GStén sesgadas por el paso del tiempo, ni por las tecnologias diferen- 
ciales que poseen las provincias "més ganaderas" y con mayor intensi-- 
dad en la utilizaciôn del trabajo asalariado.
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Para las cuatro especificacioncs consicleradas el modelo----
(6-3-5) confiene cinco ecuaciones simulténeas. Debido a la condiciôn - 
de homogeneidad lineal de la funciôn de coste en los precios de los -- 
factores este sistema contiene una ecuaciôn que es combinaciôn lineal 
de los restantes, o dicho de otra manera, la matrix es singular,
Para su estimaciôn es necesario que eliminemos una de las ecuaciones. 
No existen criterios teôricos de partida que nos permi tan discriminar 
entre las cinco ecuaciones. Sin embargo, conocemos algunas hipôtesis - 
teôricas de partida que pueden ser contrastadas empiricamente on un mo 
delo sin restricciones y que facilitarén un procedimiento de elecciôn.
Para ello utilizaremos las condiciones de simetria y homoge­
neidad lineal.
a. Hipôtesis de simetria. Los parémetros que representan lo 
mismo deben ser iguales. Impi ica que la matrix T sea simôtrica.
b. Hipôtesis de homogeneidad lineal en los precios. Impi ica 
que en (6-3-5) se cumple:
? ’'ij ' b i j  ' 0  / i.j
 ^ ] (6-3-6)
Jyi " 1
i
La contrastaciôn de estas hipôtesis se ha realizado c!:timan­
de los parémetros del modelo para los distintos grupos de cuatro ecua­
ciones que puede formarse, estimaciôn realizada por minimes cuadrados
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generalizados y para cada cross-section de la serie, es decir, para —  
1964, 1967, 1971, 1975. En cada una de las estimaciones hemos probado 
las restricciones de homogeneidad y simetria con un test estadistico - 
formulado por Theil (1971) :
_i _ï
n-ra Y ’î: X(X’Z X) C
F(q,n-m) = --- •------------
C(X'E X) C  C(X'E X) X'E X
_i _i _i _i -1
Y'Z y-y'r X(X'E X) X'E Y
(6-3—7)
Donde q représenta el ndmero de restricciones a probar, n es 
el ndmero global de observaciones utilizadas en la estimaciôn simultS- 
nea y m es el ndmero de variables independientes del conjunto completo 
de ecuaciones. La matriz C simboliza las restricciones y las Y ,X son - 
las observaciones de las variables dependientes e independientes, mien
tras la E représenta una estimaciôn de la matriz de varianzas y cova--
rianzas.
El célculo de los F se ha realizado, as! como el resto de -- 
las estimaciones del modelo, por medio de un programa de minimos cua-- 
drados trietdpicos (3SLS), que admite contrastaciôn de hipôtesis y es­
timaciôn con restricciones. Los resultados comparados dan el valor in­
ferior del estadistico F para la especificaciôn que incluye como ecua­
ciones a estimar las correspondientes a los factores de producciôn, -- 
Tierra, Fertilizante, Mecanizaciôn y Trabajo por lo que han sido las - 
escogidas en el modelo.
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Unido a la elecciôn de la ecuaciôn a retirai" del modelo, las 
contrastaciones de ambas hipôtesis en los anos de la série dan como re 
sultado uno s valores muy bajos del estadistico F lo que pormitc acep-- 
tarlas como vâlidas. Esto demuestra empir icamente que las hipôl.esis de 
partida del modelo translog se cumplen en la realidad agraria del pe—  
riodo.
La estimaciôn de las cuatro ecuaciones de (6-3-5) plantea al. 
gunos problemas de estimaciôn que hacen conveniente la estimaciôn por 
mînimos cuadrados generalizados. En esencia se pueden resumir en:
a. Si considérâmes la estimaciôn de un grupo de cuatro ecua­
ciones en un ano determinado, los tôrminos de error de cada una de las 
ecuaciones no son independientes (lo que séria exig ible para una es ti- 
maciôn de minimos cuadrados ordinaries) ya que hemos éliminado de la - 
especif icaciôn del modelo un conjunto de variables que son las m.i'smas 
para todas las provincias y que pueden afcctar, al igual que los pre - 
cios, a las participaciones relatives. Si te nemos que iiiq'onor la res- 
tricciôn de simetria, los estimadores de minimos cuadrados ordinaries 
ya no son eficient.es.
b. Si estimâmes ahora con la mezcla temporal de cross- -----
section nace un problème de interdepondencia temporal de los errores. 
El tratamiento correcto de ambos errores séria el si guicm te : especif i- 
car una ecuaciôn para cada pariticipaciôn relativa y cada ano, una vez 
hecho esto probar y rcstringir la simetria y la homogeneidad asi como 
la cons ta ne ia, a lo largo del tiempo, de las y . Tamlriôn es necesar.io
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si utilizamos ese metodo, imponer una restricciôn de igualdad, a lo -- 
largo del tiempo, de los coeficientes de autocorrelaciôn en la matriz 
estimada de varianzas y oôvarianzas.
c. Es conveniente para analizar hasta que punto existe una - 
interdependencia entre los errores a lo largo del tiempo, observer los 
valores de los coeficientes de correlaciôn de los errores de las esti­
maciones minimocuadrâticas para cada ecuaciôn a lo largo del tienpo. - 
Otra prueba alternativa puede ser la comparaciôn entre las estimacio—  
nés obtenidas considerando toda la muestra (1964-1975) y la media de - 
las estimaciones obtenidas en cada ano (1964, 1967, 1971, 1975).
La estimaciôn simultSnea de las cuatro ecuaciones seleiciona 
das por el método de minimos cuadrados generalizados, Aitken (19)4), - 
facilita estimaciones eficientes e insèsgadas de los parémetros. Estas 
se han realizado imponiendo en las funciones de las participaciones re 
lativas de los factores las condiciones derivadas de las restricciones 
de simetria y homogeneidad de la funciôn de coste (6-3-6). Este proce- 
dimiento considéra despreciables la interdependencia de los errores a 
lo largo del tiempo y sobrevalora en cierta manera los indices del es- 
tadîstico t.
Antes de pasar al estudio de las estimaciones obtenidas qui- 
siera comentar alguna de las caracteristicas estadisticas de las varia 
blés del modelo. En la matriz de correlaciôn de los datos no se obser- 
van fuertes correlaciones a excepciôn de las que muestran los lo^arit- 
mos neperianos do los precios del trabajo, mecanizaciôn, semifite, y -
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otros, trente al logarftino neperiano del tiempo. Salvo este detalle, - 
que refleja la elevada subida de los precios de estos factores a lo -- 
largo del periodo, el resto de las variables observa comportamientos - 
estadi s ticos adecuados lo que parece indicar resultados razonal)] es dos 
de el punto de vista economêtrico.
Las estimaciones de los parémetros se encuentran en el cua- 
dro 6-3-1. En dicho cuadro no se especifican los valores del coeficien 
te de determinaciôn por tener una importancia accesoria en este tipo - 
de modelos. No obstante, podemos apuntar que los coef icientes de deter 
minaciôn de las ecuaciones individuates estimadas sin restricciones en 
los anos del periodo se situan entre unos valores de 0,5 y 0,7, resul­
tados que se mantienen en el orden de magnitud de estjmacicmes anélo-- 
gas expuestas en la literature. En genera] la estimaciôn de funciones 
de coste no llega a alcanzar los "sorprendentemente" buenos resultados 
estadlsticos de las funciones agregadas de producciôn.
De los resultados del cuadro 6-3-1 podemos extraer ]a s con-- 
clusiones siguientes:
1. Las estimaciones de los parémetros de sustituciôn relevan 
tes desde el punto de vista econométrico, correspondes a los diez paré 
metros entre los factores productives, tierra, fertilizante, tralcajo y 
mecanizaciôn. A un nivel de significaciôn del 0,05% (L 1,96) cl ndmero 
de parémetros signif ica ti vos oscila entre cinco, en la es.pecif icaciôn 
3, y ocho, en la especifiaciôn 2. Aunque no podemos elegir entre estas 
cuatro especificaciones es conveniente senalar que la especificaciôn -
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que cumple mejor 1ns condiciones "teôricas" de regularidad, medidas —  
por el valor inferior del test estadîstico de Theil (6-3-7), es la es­
pecif icaciôn 1 que tiene como variables distintivas los precios del —  
trabajo asalariado y semifito. En esta especificaciôn 1 el ndmero de - 
parûmeiros significatives es seis.
Los parémetros significatives en cualquier especificaciôn co
rresponden a la sustituciôn entre los siguientes factores de produc---
ciôn: tierra-tierra; tierra-fertilizante; tierra-trabajo; tierra meca­
nizaciôn ; fertilizante-fertilizante. Este grado revelado de significa­
ciôn en todas las especifiaciones parece apuntar que la especificaciôn 
de una funciôn de tipo Cobb-Douglas no résulta apropiada para descri—  
bir la evoluciôn del sector agrario espanol en el periodo 1964-1975. - 
La formulaciôn de una funciôn C-D lleva implîcita la hipôtesis de que 
todos los parémetros de sustituciôn estimados, y ^ j, de la forma trans­
log son nulos, o lo que es lo mismo, no son significativamente distin­
tos de cero. En este sentido abunda el hecho de que calculado el esta­
dîstico F de esta restricciôn durante los anos del periodo no diera -- 
significativo, es decir, diera como rechazable esa hipôtesis.
2. Las estimaciones de los parémetros de sustituciôn no rele 
vantes corresponden a aquellos que relacionan los factores productives 
otros o semifito con los restantes factores de producciôn. Estos parâ- 
metros tienen ese carécter por su peculiar manera de estimaciôn basada 
en el cumplimiento de la restricciôn de jomogeneidad de la funciôn de 
coste. Este hecho queda aparentemente confirmado por la ambigüedad mos 
trada por las propias estimaciones cuyo grado de significaciôn varia -
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entre la no existencia de parâmetros signif i cat ivos en la e.'giecif ica-- 
ciôn 4 y los très parémetros significatives en la especificaciôn 2.
3. El coef iciente del tiempo es signif icativo, pfifa todas -- 
las especificaciones , en la ecuaciôn del fertilizante. El coefi ci ente 
del tiempo en la encuaciôn del trabajo no es significative en ninguna
de las especificaciones. En très especificaciones las ecuaciones co--
rrespondientes a la tierra y a la mecanizaciôn tienen coeficientes del 
tiempo significatives. Los signes de estos coeficientes son oositivos 
para la mecanizaciôn y el fertilizante y negative para la tierra. Pode 
mos concluir en principio, aunque mâs adelante afinemos mâs las conse 
cuencias, que el tiempo afecta a las tecnologias en el uso de estes --
très factores de producciôn.
4. Los coef icientes de las variables ficticias, r'^'presontati
vas del gasto de piensos sobre el gasto total y el gasto en traliajo —
asalariado sobre el gasto total en trabajo , destacan uor su beteroge- 
neidad en las distintas esoecificaciones. Para relaciones do precios - 
constantes la tecnologia varia segûn las distintas caracteristicas "ga 
naderas" o "intensivas en trabajo asalariado" de la siguiente manera:
- En la especificaciôn 1 la variable ficticia que représenta 
laB'provincias con mayor cantidad de trabajo asalariado tiene coef ici en 
te significativo en todas las ecuaciones mi entras que la que représen­
ta las provincias mâs "ganaderas" solo lo tiene en la ecuaciôn de la - 
mecanizaciôn. Analizando sus signes parece desprenderse de los résulta 
dos que las provincias con mayor cantidad de asalari ados agrarios,--
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muestran, céteris paribus, un sesgo hacia cl uso de la tierra, de la - 
mecanizaciôn y el fertilizante mientras tienden hacia un ahorro de la 
mano de obra. Las provincias mas "ganaderas" tienen un sesgo hacia la 
mecanizaciôn frente al resto.
- En la especificaciôn 2 los coeficientes de ICFPIT no son - 
signifjcativas en ninguna ecuaciôn y el de ICFTRT en la ecuaciôn del - 
fertilizante exclusivamente. Esto parece indicar que cuando se evualua 
el gasto de trabajo global, casi todas las provincias muestran una tec 
nologfa semejante y solo las que emplean mayor cantidad de asalariados 
muestran una tecnologia que tiende a ahorrar el fertilizante.
- En la especificaciôn 3 los coeficicientes de ICFTRT mues-- 
tra uno no significativo en la ecuaciôn del fertilizante. La introduc- 
ciôn en el modelo de los piensos provoca una diferenciaciôn de la tec­
nologia en las provincias "mâs ganaderas" que viene caracterizada por 
un aumento del factor tierra, fertilizantes,mecanizaciôn y trabajo. -- 
Las provincias con mayor empleo de trabajo asalariado tienden a utili- 
zar mâs tierra y mecanizaciôn y a ahorrar mano de obra.
- En la especificaciôn 4 solo existen dos coeficientes signi 
ficativos el de ICFTRT en la ecuaciôn del fertilizante y el de ICFPIT 
en la del trabajo. Las provincias "mâs ganaderas" tienen una tecnolo—  
gfa que emplea mas trabajo y las con mayor empleo de trabajo asalaria­
do una que ahorra fertilizante.
La amplia diversidad de los resultados anteriores limita en
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gran manera la posibilidad de extraer conclus]ones general es. A pesar 
de ello y aûn a riesgo de equivocaciôn podemos concluir que las provin 
cias"mâs ganaderas" tienen una tecnologia que utiliza mayor cantidad - 
de traliajo y que las provincias con empleo de mano de obra asalar.iada 
en mayor proporciôn tienen una tecnologia que tiende a usar mas tierra 
y mecanizaciôn y a ahorrar mâs mano de obra. Estas conclusiones parn-- 
cen ajustarse a la evoluciôn real de la tecnologia agraria en Espana - 
donde como hemos senalado en el apartado 6-2 el proceso de mecaniza--- 
ciôn se ha dado mâs intensamente en las grandes explotaciones ayudando 
a constituir una tecnologia productiva fuertemente ahorradora de mano 
de obra. El empleo de mano de obra en las provincias con mayor in tonsi 
dad de tecnologia ganadera estabulada es un proceso que también se o)) - 
serva en la evoluciôn de este tipo de explotaciones agrarias fuertemen 
te ligadas al mercado en vertientes de inputs y productos. listas con-- 
clusiones estân basadas en la existencia de al menos dos coeficientes 
significatives y del mismo signo.
Aunque las estimaciones de los parâmetros de l<as variables - 
ficticias no sean concluyentes contribuycn a déterminai' los sesgos de 
los parâmetros de sustituciôn que son el objetivo fundament.a] de este 
modelo A.
La matriz F por si misma tiene un significado econômico rcdu
cido pero su gran interés radica en que nos pcrrnite calculai' mediante
transformaciones lineales estimacionc's de las elasticidades de sustitu 
ciôn y do las elasticidades de la demanda de los factores. El procedi-
miento de estimaciôn ya ha sido descrito en (5-4-18). Estas transforma
2(h
ciones lineales facilitan asimismo el cSlculo ele las desviaciones tlp_i 
cas de las estimaciones y por consiguiente su significaciôn. El froce- 
dimiento es el siguiente:
DT(n^j) = - A  DT( Y. j) / i,j (6-3-8)
Donde DT représenta la desviaciôn tipica de los estimacores.
A partir de las estimaciones de la matriz F y mediante -----
(5-4-18) y (6-3-8) hemos elaborado los cuadros siguientes que present- 
tan las matrices de elasticidades de sustituciôn y de las elasticida-- 
des de demanda de los factores para las cuatro especificaciones consi- 
deradas.
Comentemos en primer lugar los resultados de las elast.cida- 
des de sustituciôn. Si nos fijamos en los signos de estas elasticida—  
des de sustituciôn, las positivas refiejan sustituibilidad entre los - 
factores y las negatives complementeriedad. La especificaciôn de. mode 
lo con funciôn translog admite ambas posibilidades representando asi - 
un avance considerable sobre las funciones C-D. Parece desprenderse -- 
complementariedad entre la mecanizaciôn y el uso de la tierra ya que - 
las elasticidades de sustituciôn son todas negatives y en très esîecifi^ 
caciones sus estimaciones son significatives. Las elasticidades de sus 
tituciôn propias - entre un factor de producciôn y el mismo - tienen - 
un significado econômico irrelevante.
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-0,0635
(0,6170)
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0,2303 
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0,2034 
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-1,3613 
(0,1185)"
0,0274 
(0, I960)
0,7633
(0,0692)"
-0,5331
(0,1744)"
0,8566
(0,6368)
-14,2509 
(1,7602)"
0,4336
(0,2244)
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(1,1207)
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10,0171
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0,0011
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-0,0352
(0,0115)*
0,0191
(0,0142)
0,0034
(0,0605)
-0,5085
(0,0/30)'
0,2442
(0,1261)
0,0751
(0,0743)
0,2007
(0,1151)"
0,2345
(0,0213)"
0,0179
(0,0093)
-0,3366
(0,0352)"
D, 1025 
(0,0120)'
-0,0182
(0,0168)
-0, 16.30 
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0,0470 
(0,04 01)
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0,7022
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(0,0770)*
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(0,0707)'
0,1310 
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(0,03(0)'
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-0,0933 
(0,0811)'
0,223?
(0,0108)'
0,3123
(0,0773)*
-0, 1236 
(0,0300)'
0,0')J3
(0,0177)'
0,3233 
(0,0032)"
-1,01,37
(0,0886)*
0 ,3 1 9  7 
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0,1380
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0 ,3713
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0,2116
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0,ri227
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0,7336 
(0,0810)
-0,6127 
(O, 1933)
0,9295 
(O,1822)^
- 11, 1120 
(2,1956)*
0,5917
(0,2711)'
1,0927
(l,;C52)
0,8372 
( 1,2001)
-0.8316
(0,0073)'
1,7010
(0,2336)"
0,7756
(0,2190)
-17,0319 
(1,1772)'
1,9526 
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-6,31 29
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(0,0337)*
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(0 ,0002)
0,3706
(0,0113)'
-0,0377
(0,0113)*
0,1160 
(0,0227)*
0,0üt2
(0,0611)
-0,5221
(0,0011)'
0,30m 
(0, 1305)*
0, iirzz
(0,0791)
0, im5 
(0 , 1606)
0,2011
(0,02.m )*
0,02;>0
(0,0101)*
-0,1201 
(0,0111)*
0,0>799
(0,0137)*
o.roee
(0,0312)*
-0, 176/1 
(0,0531)"
0,0609
(0,0500)
0,8612
(0,1180)'
-0,99tV1
(0,08(2.)'
0,2130
(0 ,  1312)
0,21.51
(0,0300)*
0,0;O9
(0,0175)
0,3018 
(0, 126'’)'
0. 1115 
(0,0616)
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Las elasticidades de sustitucidn econometricamente i clevaii-- 
tes - sin contar las variables semifito y otros - y significativas sc 
muevon entre siete, en las especificaciones 1 y 2,y oclio, en las espcci 
ficaciones 3 y 4. Las siguientes son signif icativas en todas las espcci^ 
flcaciones: tierra-tierra; tierra-trabajo; fertilizante-fertilizante; - 
trabajo-trabajo ; trabajo-mecanizaci6n; mecani zaciôn-mecanizaciôn. De es 
tas significativas la sustituibilidad mayor se da entre trabajo y mcca- 
nizaciôn, factores altamente sutitutivos como era de esperar. Si nos fi 
jamos en los valores de esta elasticidad oscilan entre 1,S5 y 1,7 para 
las especificaciones 2 y 4 - trabajo global - y los valores 2,43 y 2,44 
para las 1 y 3 - trabajo asalariado - . Para desprenderse que la mccani 
zaciôn es muy sustitutiva del trabajo asalariado y al go menos del traba 
jo global lo que diferenciarîa dos tipos de agricuItura en cl période - 
analizado. La sustituibilidad entre la tierra y el trabajo no es muy -- 
acusada desde 0,70-0,65, en las especificaciones de traba jo asalariado, 
a 0,76-0,73, en las de trabajo global. Estes valores estdn dentro del - 
mismo orden lo que no parece sustentar diferencias de comportamiento.
La complementariedad entre la tierra y la mccanizacidn ya ha 
sido comentada, su valor mds elevado en las especificaciones de trabajo 
global puede ser dcmostrativa de un comportamiento maximizador del f.uro- 
ducto en esc tipo de explotaciones y a que mantiene siempre o casi siein- 
pre sus costes invariables. A destacar aunque solo aparezcan dos sicpii- 
ficativas la fuerte sustituibilidad entre mecanizaciôn y fertilizantes 
y que solo scan significatives las elasticidades de sustituciôn que co- 
rresponden a las especificaciones de trabajo asalariado. Este resultado 
parece apuntar hacia un proceso de eleccriôn via precios entre tecnolo--
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gias basadas fundamental mente en la mecanizaciôn y tecnologias bcsadas 
en la utilizaciôn de factores biolôgicos o quimicos, intuiciôn que no - 
puede confirmarse por la no significaciôn de las elasticidades de susti^ 
tuciôn entre fertilizantes - tierra y fertilizantes - trabajo.
Las elasticidades de sustituciôn no relevantes siempre que - 
son significatives muestran sustitutibilidad entre el par semifilo-otros 
y el resto de los factores de producciôn. La mâs significativa, en 3 es­
pecif icaciones , résulta ser la elasticidad entre la tierra y estes varia 
bles. Los resultados heterogéneos que se observan tienen su origc-n en -- 
la dificultad de construcciôn de estas variables y en el procediniento - 
de estimaciôn residual.
La matriz de elasticidades de sustituciôn no présenta eviden- 
cia de que exista igualdad entre las elasticidades de substitucifn de —  
alguna pareja de factores con otro u otros factores de producciôi . Esto 
implica (5-3-6-c) que no existen condiciones de separabilidad délil en-- 
tre subconjuntos de precios de los factores.
De las estimaciones de las elasticidades de demanda de los —  
factores y de las elasticidades cruzadas de demanda se desprendei las si 
guientes conclusiones:
a. Todas las funciones de demanda tienen pendiente negativa. 
Las elasticidades propias de demanda tienen el signe correcte y todas -- 
las relevantes resultan significativas. La mecanizaciôn es cl factor de 
producciôn mâs sensible a las variaciones de su precio en todas 3as es­
pecif icaciones . Los fertilizantes tambiôn denotan unos valores aiâlogos
7 1
en todas las especificaciones aunque su elasticidad de demanda es mâs - 
rigida. La elasticidad de demanda de la tierra es Ib mâs rigida, mostran 
do una pequena respuesta ante las variaciones de su precio, insensibil^ 
dad que se hace mâs aparente en las especificaciones de trabajo asalaria 
do. La elasticidad de demanda del factor traba jo se mues tara bas tan te e- 
lâstica a las variaciones en su precio en las especificaciones de traba 
jo asalariado y se torna rigida en las especificaciones de trabajo glo­
bal. Esta ûltima observaciôn parece apuntar hacia el fenômeno bien cono 
cido de que en las explotaciones agrarias donde el trabaJo familiar es 
la régla, la contabilidad, en târminos econômicos, de la con11:ibuciôn - 
del trabajo a la producciôn y a los costes no existe, manteniôndose en 
cierta manera al margen de criterios de rentabilidad econôinica.
b. De la observaciôn de las elasticidades cruzadas se des
prende:
- La elasticidad de la demanda de trabajo respecte al precio 
de la mecanizaciôn es doblemente sensible en las especificaciones de - 
trabajo asalariado - 0.22-0.27 - que en las de trabajo global - 0.09-0.1
- La elasticidad de la demanda de mecanizaciôn respecte al - 
precio del traba jo es superior en las especif icaciones de l.raljajo g l o ­
bai. Estos dos resultados. unidos a los derivados de .la elasticidad do - 
sustituciôn parecen sehalar que el trabajo asalariado se sustituye mâs 
elâsticamente por la mecanizaciôn que el trabajo global, mientras que 
el exceso de mecanizaciôn impidc a las explotaciones con mayor abundan- 
cia de trabajo no asalariado desprenderse de este exceso de mecaniza --
ciôn como respuesta a las oscilaciones de los precios, situaciôn que no 
se plantea en las explotaciones con trabajo asalariado. Parece évidente 
que la respuesta de la demanda de mecanizaciôn a la subida de precio del 
trabajo es, en todas las especificaciones, muy superior al fenômeno cru 
zado inverso.
- Los factores complementarios tierra y mecanizaciôn acusan 
una gran rigidez a las variaciones en los precios del complementario. 
Esta rigidez puede estar basada en la existencia de un tope mâximo de 
mecanizaciôn por hectârea cultivada y un minime de hectâreas de culti- 
vovo para la explotaciôn agraria.
- La subida del precio de la tierra increraenta la demanda - 
del reste de los factores menos la de mecanizaciôn. Aparentemente, la 
subida del umbral de rentabilidad provocada por la subida de precios - 
obliga a una intensificaciôn del cultivo de la tierra aumentando el use 
del resto de los factores que no tienen el tope mâxirno tan definiclo co­
mo la mecanizaciôn.
- La elasticidad de demanda de tierra respecte al precio del 
trabajo es bastante rigida pero superior en las especificaciones de —  
trabajo global.
- La elasticidad de demanda del trabajo respecte al precio de 
la tierra tieno un comportamiento muy parecido en todas las especifica­
ciones aunque en sentido inverso a lo anterior.
- De los restantes resultados podenios des l:acar su varied ad 
y dif icultad de interpretaciôn en las distintas especif it:aciones.
El modelo A nos ha permitido conocer las caracteristicas de 
sustituciôn de la estructura agraria espanola en cl période 64-75. I:n 
otras palabras, el modelo nos ha facilitado las heri amientas neces:u ias 
para evaluar las repercusiones que las variaciones de los j'recios t.if' - 
nen sobre la tecnologia productiva. Con esta estimaciôn, licmos resiKcl- 
to el problema de identificabilidad entre el sesgo del camliic; tôcnico 
y la elasticidad de sustituciôn, lo que nos permitirâ cl estudio dc^ l 
cambio técnico. En los modelos que plantearernos a cont.i nuac i ôn, supon- 
dremos que esta estructura de sustituciôn se ha mantenido a lo larqo - 
del période 64-75, Aunque esto supuesto pueda parecer res tr i c t ivo, no 
lo es tanto en una situaciôn de corto plazo como la consid>M ada y, so 
bre todo, supera a una estructura basada en la constaneia de las e1 a s- 
ticidades de sustituciôn entre todos los factores de producciôn como, 
por ejemplo, la funciôn CES.
n. En este modelo partimos de la hipôtesis de que el cambio 
técnico ha tenido lugar a una tasa constante a lo largo del pcriodo.
El sesgo del carn!)io técnico lo medimos como la variaciôn de las part ici 
paciones relati vas de los factores a precios constantes, es decir, como 
la porciôn de esta variaciôn no explicada por las variaciones de los -- 
precios. Si el cambio técnico ha sido constante a lo largo drvl periodo 
64-75 en la especif icaciôn (6-3-5) las variaciones no ex pi i cadas j)or - 
el comportamiento de los precios vendrân represent adas por cl cocfici en 
te del tiempo, x. Como consecuencia, el anâlisis del sesgo del caml.iio
2 y 'i
técnico se reducirâ al estudio de estos coeficientes en todas las espe 
cificaciones.
Como estableciamos en el anâlisis del modelo A, el coeficien- 
del tiempo es siempre significativo, en todas las especificaciones, en 
la ecuacion del fertilizante. Ya que el signe de este coeficiente es po 
sitivo, el cambio técnico ha mostrado un sesgo hacia la utilizaciôn de 
fertilizantes en el période 64-75. Este sesgo es un sesgo bâsico de la 
tecnologia que no puede explicarse por el comportamiento de los precios 
a lo largo del période.
El coeficiente de la variable tiempo en la ecuaciôn del tra-- 
bajo no es significativo en ninguna de las especificaciones, lo que nos 
impidc asegurar que haya existido un sesgo especifico del cambio técni­
co en ralaciôn con el trabajo. El cambio técnico parece haber sido neu­
tral en esta ecuaciôn del modelo.
Los coeficientes del tiempo son significatives en las eeuacio
nés de los factores tierra y mecanizaciôn en très de las espcci ficacio­
nes . De aqui se desprende un sesgo del cambio técnico hacia el ahorro - 
de tierra y la utilizaciôn de la mecanizaciôn.
Las conclusiones del modelo B pueden ampliarse si considéra--
mos que el cambio técnico haya podido tener una tasa variable a lo lar­
go del periodo 64-75, permitiéndonos calculer las tendencies del proce­
so.
C. El plantcamiento de este modelo se basa en el desarrollo
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VAUIACIONKS EN I.A PART ICI PAC ION REEATJVA DE I.OS FACTORES 
F.SPECIFICACTOH 1
PERIODO: 1964-1967 PERIODO: 1967-1971 PERIODO: 1971-1975
DEBIDO A 
VARIACION 
PRIX 1 OS
DEBIDO A 
PROGRESO 
TECNICO
DEBIDO A
VARIACION
PRECIOS
DEBIDO A 
PROGRESO 
TECNICO
DEBIDO A
VARIACION
PRECIOS
DEBIDO A 
PROGRESO 
TECNICO
t i e r h /, 0.03029 -0.04698 0.03503 -0.05775 -0.01090 -0.00514
FERTILIZANTE -0.00775 0.00201 -0.00800 0.01380 0.00724 0.00988
T.R.A3AJ0 -0.01462 0.01503 -0.01840 0.01653 -0.00596 0.00001
MECANIZACION 0.00496 0.01143 0.00598 0.01183 0.01732 0.00450
SEMI-FITO -0.00672 0.01205 -0.01457 0.01535 -0.00769 0.00443
VARIACIONES EN LA PARTICIPACION RELATIVA DE LOS FACTORES 
ESPECIFJCACION 2
Il { C
FERIODO: 19f.4-1967 UERIODO: 1967-1971 PERIODO 1971-1975
DERIDO A DEBIDO A 
VARIACION PROORESO 
PRECIOS TECNICO
DEBIDO A DEBIDO A 
VARIACION PROGRESO 
PRECIOS TECNICO
DEBIDO A DEBIDO A 
VARIACION PROGRESO 
PRECIOS TECNICO
TIERRA 0.01162 -0.0161B 0.01194 -0.03526
FERTILIZANTE -0.00460 0.00110 -0.00589 0.01027
TRABAJO -0.00131 -0.00218 0.00214 0.00578
MECANIZACION 0.00433 0.00534 0.00492 0.00569
SEMI-FITO -0.01004 0.01194 -0.01316 0.01357
-0.00748 0.01419
0.00505 0.00759
-0.00468 -0.03106
0.00975 0.00835
-0.00264 0.00264
VARIACIONES EM LA PART ICI PAC ION RKI.ATIVA OE 1.03 I'ACTOI.E:! 
ESPECIPICACION 3
PERIODO: 1964-1967 PERIODO: 1967-I97I PERIODO: 19 71 1 9 7 5
DERIDO A
VARIACION
PRECIOS
DERIDO A 
PROGRESO 
TECNICO
DERIDO A
VARIACION
PRECIOS
DINIIDO A 
PROGRESO 
TECNICO
DERIDO A 
VARIACION
PRECIOS
DERIDO A 
PROEI.ESO 
TECNICO
TIERRA 0.03320 -0.04225 0.02240 0.04019 -0.004 2 3 -0.04 7 36
FERTILIZANTE -0.00846 0.00142 -0.007,30 0.01025 0.00296 0.01720
TR/MIAJO -0.01029 0.00196 -0.01982 0.0269 9 0.00723 -0.036 38
MECANIZACION 0.00838 0.00221 0.00883 0.01119 -0.01951 0.02490
SEMI-FITO -0.01372 0.05744 -0.00829 -0.0097 7 -0.02544 0.094 13
VARIACIONES DE LA PARTICIPACION REI.ATIVA Dl: LOS FACTORES
ESPECIPICACION 4
PERIODO; 1964cl967 PERIODO; 196/-1971 PERIODO: 19711975
DERIDO A 
VARIACION 
PRECIOS
DERIDO A 
PROGRESO 
TECNICO
DEBIDO A
VARIACION
PRECIOS
DERIDO A 
PROGRESO 
TECNICO
DERIDO A
VARIACION
PRiriO.S
DERIDO A 
PROGRESO 
TECNICO
TIERRA 0.009 12 -0.02249 0.00975 -0.0276 3 -0.007.18 -0.004)1
FERTI I.IZANTi: -0.00586 0.00)98 -0.0056 3 O.OI118 0.00134 0.00 6 4 7
TR/.RA.IO 0.00910 -0.02757 -0.00265 0.01957 -0.00212 -0.05094
MECANIZACION 0.003IS 0.00413 0.00489 0.006 7 3 0.00744 0.00292
SEMI-FITO -0.00304 0.0 309 9 -0.00638 -0.00993 0.00157 0.05271
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efectuado en e.l apartado 3-2 y, mâs concretamente, en la expresiôn ---
(3-2-11) que nos expresa las participaciones relatives de los factores 
en funciôn de las variaciones de los precios y de los parâmetros de ef^ 
ciencia de una funciôn de costes en forma aumentadora de los factores. 
En diclia expresiôn, la variaciôn no explicada por los precios de los —  
factores es;
- Y d In A(t) - da - y d In p = (6-3-9)
p = cte.
Si, en vez de diferenciar, aplicamos incrementos:
- àa ~ yAp (6-3-10)A a A t
p = cte
Como ya hemos estimado y E r para el periodo, la evoluciôn de las va—  
riaciones de las participacionos relativas y la de los precios nos per- 
mitirâ deducir las tendencias del cambio técnico. Hemos realizado estos 
câlculos para los anos 1967, 1971 y 1975 y para el conjunto del periodo 
64-75. Los resultados se incluyen en el cuadro adjunto.
De las cifras se puede deducir que el cambio técnico ha teni- 
un sesgo inequivoco en todas las especificaciones hacia el ahorro del -- 
factor tierra. A lo largo del periodo, esta tendencia parece haberse a- 
gudizado en los ûltimos anos de la década del 60 para aminorarse en los 
ûltimos anos del période. Esta tendencia del sesgo del cambio técnico se 
veia paliada en la década de los 60 por una evoluciôn contraria motiva- 
da por el comportamiento de los precios. La inversiôn de esta tendencia
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en el periodo 71-75 parece tender hacia un reforzamiento de las tecnolo 
gins que ahorron el factor tierra.
El sesgo ya observado hacia la utilizaciôn de fertilizante - 
en el modelo A queda plenamente confirmado en este modelo. Sin emliargo,
en todas las especificaciones se observa una inversiôn de tendencia en
el final del periodo. El comportamiento de los precios ha significado
un freno en la tendencia hasta el aho 71, favoreciendo su utilizaciôna
partir de entonces. Parece apreciarse, sin embargo, unos limites ya al 
canzados en la utilizaciôn de ese factor.
El comportamiento del cambio técnico con relaciôn al trabajo 
sigue siendo contradictorio en este modelo. Las coincidencias en las cua 
tro especificaciones se basan en un sesgo hacia el empleo de trabajo en 
el periodo 67-71 y una inversiôn de la tendencia en el 71-75. El cxmipor 
tamiento de los precios parece favorecer esa tendencia.
El sesgo del cambio técnico hacia las tecnologias que emplean 
la mecanizaciôn parece évidente y no parece que, en el periodo, este pro 
ceso haya llegado a término.
En la ûltima variable, semifito y otros, se encuontra un com­
portamiento dif crente segûn la magnitud consi derada . l.as semi lias y f i - 
tosanitarios parecen tener un sesgo favorable en el periodo con un mâxi- 
mo en el periodo 67-71. Sin embargo, el factor de producciôn "otros", -- 
influido notablemente por el comportamiento de los piensos observa un -- 
sesgo ahorrador en cl periodo 67-71 y una intensificaciôn de su uso du ­
rante los ûltimos aiïos del periodo.
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6-4. Una Aproximnciôn Cobb-Douglas,
ha estimaciôn del modelo de funciôn translog realizada en el 
apartado anterior ha puesto en entredicho la posibilidad de represen—  
tar la evoluciôn del cambio técnico en el sector agrario espanol en el 
periodo 1964-1975 por una funciôn de Cobb-Douglas. Esta funciôn supone, 
como ya hemos senalado, una particularizaciôn de la funciôn translog - 
para la hipôtesis de anulaciôn de los términos de segundo orden del de 
sarrollo de Taylor. Las contrastaciones estadfsticas realizadas, refie 
jan un rechazo de este supuesto.
Aun en estas condiciones la funciôn C-D sigue teniendo un —  
gran atractivo para el tratamiento econométrico por su facilidad de -- 
câlculo y por representar, aunque sea una mera aproximaciôn de primer 
grado, las posibilidades de producciôn de las empresas en el entorno - 
de un punto.
A fin de efectuar comparaciones entre, las estimaciones obte- 
nidas con el modelo translog y otras estimaciones alcanzadas bajo bipô 
tesis diferentes hemos realizado una estimaciôn de una funciôn C-D, es^  
pecificada como funciôn de coste, con las mismas variables independien 
tes utilizadas en el modelo de funciôn translog. En primer lugar dedu- 
ciremos los resultados que estân implicites en la especificaciôn Cobb- 
Douglas y a continuaciôn estimaremos directamente los parâmetros de la 
funciôn sin rcstriccionos.
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La especif icaciôn de una funciôn de coste C-D implica cl inan 
tenimiento de las participaciones relativas de los factores en el cos­
te a lo largo del periodo de estimaciôn y una sustituibilidad entre -- 
los factores de producciôn representada por un valor unitorio de la -- 
elasticidad de sustituciôn.
Las elasticidades de demanda impifcitas en el mode]o de fun­
ciôn Cobb-Douglas pueden ser calculadas a partir de las fôrmu]as dosa- 
rrolladas para la funciôn translog (5-4-18) por una simple inclus i ôn - 
de la condiciôn ^=0, / i,j. Por consiguiente las elasticidades de de 
manda se hacen:
b i  = “i - 1
Los resultados de este câlculo, en e] que hemos utilizado --
idénticos valores de las participaciones relatives de los factores a -
los empleados en el modelo translog, se contienen en el cuadro 6-4-1,- 
para las cuatro especificaciones analizadas.
Las conclusiones que pueden extraerse de la comparaciôn en--
tre arabas estimaciones son las siguientes.
a. La especificaciôn C-D obliga a las eJasticidades de susti 
tuciôn, entre todos los factores de producciôn, a ser iguales a la uni 
dad. Debido a esta restricciôn teôrica oculta la posiliilidad de comple
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mentariedad observada en el modelo translog entre los factores tierra
y mecanizaciôn. Adornâs impide apreciar las diferencias de sustituibili
dad entre los distintos factores doscritas en el apartado 6-3. 
ivainz nr. i;i/>si'icnv\ü[s impliciïas de ditvvnda de ins k/\ciorfs
KSI'DCIFICACION N” 1
11 F.I«<A FERTIL. _13WAI0_ MDCANT. ■Seu-FITO
TiniR/’i -0.1732 0.0690 0.2544 0.1125 0.0372
ETOTID. 0.5268 -0.9315 0.2544 0.1125 0.0372
TiVIVvlO 0.5268 0.0690 -0.7456 0.1125 0.0372
Etnvvfi. 0.5268 0.0690 0.2544 -0.8875
0.0372
RIMI-FI'IO 0.5268 0.0690 0.2544 0.1125
-0.9628
MATOIZ DE EIASTlCmADES IMITJCITAS DE DEMANDA DK LOS FACIDRES 
KSt'LClFlCACION N° 2
TIERRA ITRTIL. TRADAJO MEX'ANI. SEMI-FITO
TIEXRA -0.6928 0.0413 0.5633 0.0656 0,0223 .
FERITL. 0.3072 -0.9587 0.5633 0.0656 0.0223
nvowio 0.3072 0.0413 -0.4367 0.0656 0.0223
Mir.ANI. 0.3072 0.0113 0.56 33 -0.9344 0.0223
SEMI-FITO 0.3072 0.0413 0.5633 0.0656 -0.9777
Oiadro 6—1-1
b. Las elasticidades propias de demanda de los factoies tie 
nen todas el signo correcto como en el modelo translog y cuantitativa- 
mente presentan este comportamiento: las demandas de tierra y fertili­
zante se muestran mâs sensibles a las variaciones de sus precics res­
pectives que en la especif icaciôn translog; la demanda de trabao solo 
es menos sensible a las oscilaciones de los precios en la especifica-- 
ciôn 3; la de mecanizaciôn solo es nias sensible en la especificiciôn 1; 
y ,finalmente, las demandas de semifito y otros observan un compoitamien 
to contradictorio.
MATRIZ I)F. Fi;ASITC rnADlGS IMPLICITAS DE DIMANDA DE DOS FACTORES 
ESPœiFICACIOM N" 3
TIERRA rairriL. TR7(RAJ0 MICANI. OTROS
■J'TERiVV 
FERTID. 
•ITtARAJO 
MIX-'ÂNI. 
OTROS
-0.5G51
0.4349
0.4349
0.4349
0.4349
0.0575
-0.9425
0.0575
0.0575
0.0575
0.2159
0.2159
-0.7841
0.2159
0.2159
0.0926
0.0926
0.0926
-0.9074
0.0926
0.1991
0.1991
0.1991
0.1991
-0.8009
MA.TRIZ DE El ASTICIDADES IMPLICITAS DE DE'WIDA DE DOS FACTORES 
ESPECIPICACION N° 4
t ie r r a F E ltr iD . TRADArO MECANI. OTROS
TIERRA
FERTID.
TRARAJO
MECANI.
OJT<aS
-0.7255
0.2745
0.2745
0.2745
0.2745
0.0369
-0.9631
0.0369
0.0369
0.0369
0.5051
0.5051
-0.4949
0.5051
0.5051
0.0586
0.0586
0.0586
-0.9414
0.0586
0.1248
0.1248
0.1248
0.1240
-0.8752
Cuadro 6-4-1
e8'l
C. Las elasticidades cruzadas de demanda solo lian sido compa^
radas en el caso de que fueran significativas en la estimaciôn trans—
log. Si dejamos al margen el caso de complementariedad entre la tierra 
y la mecanizaciôn, las restantes elasticidades cruzadas tienen uias di^  
ferencias en la cantidad, que en sfntesis, se pueden reflejar cono: -- 
el factor tierra es mâs sensible a las variaciones en el precio iel —  
trabajo en la especificaciôn C-D que en la translog y el mismo cimpor- 
tamiento se observa en la elasticidad cruzada invertida; el factor tie 
rra mantiene un comportamiento contradictorio con relaciôn a los pre—  
cios de semifito y otros y al rêvés; la demanda de fertilizantes, cuan 
do es significative - especificaciones 1 y 3 -, responde en menor gra­
do a los precios de la mecanizaciôn que en el caso translog; la deman 
da de traba jo muestra en este modelo una respuesta inferior al precio 
de la mecanizaciôn y viceversa; finalmente, aunque no en todas lis es­
pecif icaciones por cuestiones de significaciôn, la demanda de fertili­
zantes y mecanizaciôn es menos sensible a las variaciones de los pre —  
cios de las semillas y fitosanitarios, la de mecanizaciôn menos sensi­
ble al precio de otros, la de fertilizante mâs sensible al précis del 
trabajo, mientras que la demanda de trabajo se comporta desigualnente 
respecto al precio de otros.
d. El modelo de Cobb-Douglas no permite apreciar el sssgo -
del cambio técnico produciéndose éste en todos los casos de una nanera
neutral. Asî los sesgos estimados en este esquema que tienen corns cau­
sa el comportamiento de los precios representan en la realidad el efec 
to sobre la tecnologia de los sesgos bâsicos del cambio técnico / los 
que tienen como causa las modificaciones en los precios; ambos eCectos
mczclodos y sin posibilidad de idenii 1; icaci 6n.
Dcspues do este anâlisis de los congior Laiaionüos imp] ici ( (is - 
en el modelo Cobb-Doug] as estimaremos directamente y sin res tri ccn'ones 
los parâmetros de la funciôn.
Si partimos de la expresiôn de la f uncri ôn de coste (6-3-3) y
tomamos en consideraciôn el hecho de que la funciôn de corde es una --
forma autodual cuya funciôn de producciôn dual es una funciôn iincuil y
homogenea en los inputs, la expresiôn de la funciôn de esca]a h (y) se
hace igual a y. Por consiguiente el modelo a eslimar serâ:
In C = Vo+ In y + ) a . In P . + C i In d , -tfjg ] n dj t- t In t
i
(6-4 2)
esta funciôn es homogenea en ]os precios de los factores.
Hemos tratado el modelo de una forma anâioga a] de ]a f un--
ciôn transiog y as£ hemos formulado cuatro e s pecif i c a c i ones distini ar:
que difieren en las variaciones efectuadas entre las vari fdiles semifi-
to y otros por un lado y el trabajo asalariado y global por otro.
En l a estimaciôn del modelo liemos utilizado I cvla la muer.tra 
do observacionos provinciales correspond lentes al periodr) 1964-19 75. - 
Los resultados de la estimaciôn se encuentran en cl cuadro 6-4-2.
]jOs resultados no son alentadores ciertamente. Los valores -
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del coef iciente de determi nnciôn son rnuy hajos en las cuatro espcci li 
caciones especi a Inientc en las que incluyen el traba jo ylobal. El nnic:o 
coef ici ente signi f i ca tivo en las cual.ro especi f i caci ones cor i es)/onfb' a 
la variable tierra mientras que el resto se lia ce una s veces s. icpiifica 
tivo y otras no, e i ne1uso cambia de signo en algunas e s p e c i f ilaci ones 
Finalmente las condiciones teori cas de homogèneidad no se cumplen y
1 os valores de los coeficientes difieren grandement e , exccjd o en al--
gûn coef iciente y no significative, de las cantidadrs (juc i cg a cscnf.a n 
las participacionos relativas de los factores observadas en cl prri odo
Las estimaciones directes de 1 os coeficientes de la (uneiôn 
de coste Cobb-Douglas parecen unir se a los aigumentos es boxa dos en 6 ,1 
para desalentar el empleo de un modelo de estas caract crist i cas p n  oi - 
describir la evoluciôn del sector agrario espanol en el period^ l'Jto) - 
1975.
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NOTAS.
1. Las caracteristicas objetivas se derivan del anâlisis de las cifras 
utilizadas que son prâcticamente iguales para todos los epîgrafes con- 
tenidos en las estadîsticas del Banco de Bilbao y del M° de Agricultu­
re, éstas ûltimas las facilitadas por Campana. Las clrcunstancias sub- 
jetivas se derivan de la importancia que en la elaboraciôn de todas —  
las estadisticas del sector agrario publicadas en los ûltimos anos en 
Espana tiene la direcciôn o asesoramiento del profesor Dr, Arturo Cami^ 
lleri.
2. Las coordenadas de la polémica Gaviria (1976, 1977), Pena Trapero - 
(1977) se centran fundamentalmente en la fiabilidad de la EPA del INE 
y en la consideraciôn del carâcter de las ayudas familiares.
„ ..i
7. LA ESTRUCTURA DEL SECTOR AGRARIO ESl’AHOL 1964-1975
Hasta a hoir a hemos empleaclo modelos bas ado s en la esl iinaciôn 
de una funciôn media de producciôn para describir el cambio tôcnico -- 
ocurrido en el sector agrario espanol en el periodo 1964-1975. EsI os - 
modelos respresentan mediante el anâlisis de la varianza el comporta-- 
miento de una explotaciôn agraria espanola "media" a lo largo del pe-- 
riodo. A pesar de sus ventajas las funciones médias de producciôn son 
incapaces de describir la estructura del sector y la évolution de 1a - 
tecnologia punta del mismo. Si nos limitâramos a este tipo de anâlisis 
no seriamos capaces de establecer si el cambio lécnico ocurrido se ha 
debido a una aceleraciôn del progreso en la tocnoloc)ia de las empresas 
agrarias mâs avanzadas que ha aurnentado el desfasc entre estas y el 
conjunto del sector; si por el contrario este cambio ha sido uniforme 
en todo el sector manteniendo asî las diferencias de cficienci a ; o, fi 
nalmente si la evoluciôn de la tecnologia ha sido en esencia un pioco- 
so de difusiôn que ha elevado la eficienci a del conjunto de las explo­
taciones menos eficientes reduciendo las distancias ex is ten it es. En de- 
finitiva la cuestiôn se plantea, como ana 1 izamos en 2-2 y en el cai>îtu 
lo 4, en la conveni encia de calcular una funciôn frouteri za de ];roduc- 
ciôn que nos permita compléter el anâlisis realizado liasta aliora del - 
proceso de cambio tôcnico.
La determinaciôn de la funciôn fronteriza serâ el prime) ; 'U- 
so a dar en la descripciôn de la ostiructura del sector. Una vez calcu- 
lada la forma y situaciôn de esta funciôn de tecnologîas punloi una pri
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mera informaciôn sobre la situaciôn relativa de las empresas se obten- 
drâ de la comparaciôn de ôsta con la estimaciôn de la correspondiente 
frontera media. El supuesto mâs simple serâ el de la mera correspon-- 
dencia neutral entre ambas fronteras de eficiencia. Si esto ocurre asî 
la reducciôn de las diferencias de eficiencia entranarâ en exclusiva - 
la absorciôn por el conjunto de las empresas ineficientes de una nueva 
tecnologîa que haga mâs productives todos los factores de producciôn - 
sin alterar la proporciôn do los mismos. Podrîamos simbolizar este pro 
ceso en el sector agrario como una mayor capacitaciôn empresarial que —  
puede ser difundida entre los agricultores por medio de Agendas de Ex 
tensiôn Agraria. Una situaciôn mâs compleja se plantearâ si de la com­
paraciôn entre ambas estimaciones se dériva que no solamente estân sl- 
tuadas en distinta posiciôn sino que las funciones fronteriza y media 
no tienen la misma forma, es decir, las empresas con tecnologîa punta 
no sôlo producen mayor cantidad de producto sino que lo hacen con una 
corabinaciôn de factores distinta. El proceso de cambio de la estructu­
ra del sector serîa entonces mâs complicado y en algunas ocasiones po­
drîamos calificarlo de violento por sus consccuencias. Asî ocurrirîa -' 
por ejemplo en el supuesto de que las explotaciones mâs eficientes opera 
ran con una mayor cantidad de tierra y menor cantidad de trabajo que - 
las que no lo son. El incremento de la eficiencia perseguido por las - 
empresas ineficientes obligarîa a ëstas a concentrar la tierra - por - 
enajenaciôn o arrendamiento - y a desechar parte del trabajo empleado 
en la explotaciôn - con su probable secuela de emigraciôn, agriculture 
a tiempo parcial o paro encubierto
A continuaciôn el anâlisis de la evoluciôn de ambas funcio—
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nés de producciôn a lo largo del periodo nos permit irâ describir y eva^  
luar la evoluciôn en el tiempo de la estructura del mismo.
Finalmente, el câlculo de los indices de eficiencia de cada 
una de las explotaciones en relaciôn con la funciôn fronteriza para ca 
da ano de la serie y su evoluciôn en el periodo nos facilitarâ una me- 
dida - individual o por grupos - en termines cuantitativos del ascenso 
o desccnso de la eficiencia de las empresas en relaciôn con las posibi_ 
lidades mâximas de producciôn observadas.
En los siguientes apartados trataremos de abordar estas eues 
tiones describiendo en primer lugar los modelos utilizados para la re- 
presentaciôn de la tecnologîa punta del sector y analizando, en segun­
do lugar, comparativamente sus resultados.
7-1. Un Modelo de Funci6n Fronteriza.
En cl capitule 4 Memos analizado con deta]le los distintos - 
tipos de modelos empleados en la literatura econômica para representar 
la funciôn de producciôn que describe la mâxima cantidad de producto - 
alcanzable de una determinada combinaciôn de inputs en el marco de una 
tecnologia concreta. La soluciôn,en apariencia,consiste por tanto en - 
seleccionar una de estas posibilidades existentes y calcular asi para 
los cuatro anos considerados 1964, 1967, 1971, 1975, la funciôn que —  
describe la tecnologia punta del sector agrario espanol. Sin embargo, 
esta so]uciôn ideal se ve dificultada por los problems que surgen en e£ 
tos modelos de la naturaleza de los datos. Las observaciones de las va 
riables utilizadas, vease 6-1, corresponden a valores agregados a ni-- 
vel provincial divididos por el nûmero de explotaciones agrarias de la 
provincia, con las que Memos construido las caracteristicas de una "ex 
plotaciôn agraria media". Este carâcter de los datos, que no supone -- 
problemas importantes en la estimaciôn de funciones médias de produc-- 
ciôn, introduce en los modelos de funciôn fronteriza al menos dos ti-- 
pos de error que distorsionan considerablemente los resultados obteni- 
dos, los derivados de la incorrecciôn de las mismas cifras agregadas - 
que no sean representativas de la evoluciôn real de la magnitud a nivel 
provincial y los que tienen su causa en el proceso de agregaciôn que - 
enmascara la diversidad real de las eficiencias productivas a nivel —  
provincial. De ambos tipos de errores el segundo es con mucMo el mâs - 
importante a nivel conceptual en la determinaciôn de funciones fronte- 
rizas ya que el primero de elles, sin menospreciar su importancia, es
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coinûn a todos los tipos de observaciones bien scan agregadas b ’on d n - -
sagregadas a nivel de cmpresa. Si con nuestro modelo queremos refle--
jar diferencias de eficiencia y a nivel provincial las distint.as agri- 
culturas destacan por su heterogeneidad, la realizaciôn de agregacio-- 
nés enmascarard en gran parte el objetivo perseguido. Solarnente en el 
supuesto de que las caracteristicas de las explotaciones scan inuy homo 
geneas en la provincia considerada la utilizaciôn de un procedimienio 
de agregaciôn no introducirâ sesgos en la determinaciôn de las eficien 
cias relativas.
Las especificaciones del modelo se muestran, en presencia de 
estas posibilidades de error, muy sensibles a la naturaleza de 1 os da­
tos. Corremos el riesgo de que el modelo se quede en meras considcra-- 
ciones de cardcter heuristico. Para tratar de paliar este jiesgo se -- 
han especificado varios modelos de funciôn fronteriza a partir de eu-- 
yos resultados estableceremos las lineas de tendcncia comunes.
Otra cuestiôn intercsante de analizar es el comportamiento - 
de las explotaciones agrarias en relaciôn con el mercado. Si las ouiju'e 
sas agrarias son técnicamente eficientes en relaciôn con el nu1ximc> que 
supone una funciôn de producciôn, destôn tambiôn situadas en la posi-- 
ciôn de tangencia a la recta isocoste?, es decir, <Lson et ici enters tarn- 
bién con relaciôn a los precios? La paridad entre las et i cienci as téc- 
nica y de asignaciôn reflejaria un comportamiento racional de la empro 
sa agraria respecto a la situaciôn del mercado que ma?ii fos ta.r i a la in- 
tegraciôn del sector agrario en el conjunto do los sectores producti-- 
vos. La disparidad entre ambas situaciones roprescntaria un fenômeno -
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diferentG, In pequona importancia que los criterios econômicos adquie- 
ren en las decisiones productivas del sector, lo que configuraria una 
estructura del sector agrario con una menor integraciôn en el conjunto 
de los soctores econômicos. La determinaciôn de funciones de tecnolo-- 
gia punta correspondientes a especif icaciones de coste y producciôn fa_ 
cilita el estudio de este tema.
Como representaciones del mâximo de eficiencia técnica Memos 
calculado el modelo primitivo de Farrell (1957) y un modelo de funciôn 
de producciôn Coljb-Douglas en la lînea de Aigner-CMu (1968). A fin de 
extraer las comparaciones oportunas Memos estimado asimismo un modelo 
anâlogo de funciôn media de producciôn Cobb-Douglas.
El modelo de Farrell (1957) Ma sido descri to en el apartado 
4-2. En nuestra especif.icaciôn nos Memos cenido a la especificaciôn -- 
primitive. Memos partido del supuesto de rendimientos constantes de es 
cala y sin especificar ningûn tipo de funciôn de producciôn Memos cal­
culado las eficiencias relatives de las cincuenta provincias espanolas 
con relaciôn a .1 a quebrada Mipotêtica determinada por los métodos de - 
programaciôn lineal. Este modelo no puede ser utilizado para compara-- 
ciones con una funciôn media de producciôn.
Con el objetivo de poder efectuar comparaciones Memos espec^ 
ficado un modelo de funciôn de producciôn Cobb-Douglas para los anos - 
1964, 1967, 1971, 1975. La especificaciôn del modelo se Ma MecMo uti—  
zando como variable independiente la producciôn final agraria y como - 
variables dependientes cinco factores de producciôn: tierra^fertilizan
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te, trnbajo, niecani zaciôn y semifito. De este modelo presentamos dos - 
versioiiGS comp] ementar i as, una que ineluye en la esfieci f icaciôn de la 
variable trabajo una cunntificaciôn del trabajo global y otra que solo 
tiene en cuenta el trabajo de car.lcter asalariado empleado en las ex-- 
plotnciones. Las denominaremos, trabajo asalariado y semifito; train je; 
global y semifito. Estas especificaciones de funciôn de producciôn se 
han utilizado para calcular una funciôn fronteriza de producciôn y |n- 
ra estimar una funciôn media de i?roducciôn. La finalidad del modelo de 
funciones frenterizas^que es determinar la eficiencia relative de las 
empresas, junto a la bûsqueda de la s imp]icidad en los côlculos, nos - 
ha llevado a no complicar excesivamente la especificaciôn. La uLiliza- 
ciôn de funciones C-D es en este caso mucho menos restricti va y nuls -- 
tratSndose de funciones de producciôn cuyos resultados son "extraordi- 
nariamente" buenos en toda la literatura econômica.
La determinaciôn de la frontera de producciôn C-D correspon- 
diente a la tecnologia punta del sector sigue el espiritu del trabajo 
de Aigner-Chu (19G8) cuyo modelo ha sido descri to en 4-2. Ilaciendo re-
ferencia a dicho apartado,en este modelo hemos calcul ado los par,G me--
tros de la funciôn de producciôn resolvi endo el prolrloma de program a-- 
ciôn lineal cuya funciôn objetivo es (4-2-14) sometida a 1 as restric-- 
clones (4-2-11) para los cinco factores de producciôn cons i derados. La 
estimaciôn de las f ronteras médias de producciôn se ha reali zado por- - 
el método de minimos cuadrados sin restricciones.
Para la descripciôn de la eficiencia global o econômica de - 
las exp;lotaciones agrarias médias provinciales y su compara ciôn con la
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eficiencia tôcnica alcanzacla por éstas, hemos especificado un modelo - 
de funciôn fronteriza de coste C-D. Basândonos en los teoremas de dua- 
lidad, este modelo représenta, bajo condiciones convenientos de régula 
ridad, las posibilidades de producciôn de las empresas que minimizan - 
costes sometidas a la restricciôn de una tecnologia descrita por la fun 
ciôn de producciôn C-D. Pasamos a describir este modelo.
Para un sector econômico constituido por M empresas que ela- 
boran un producto homogeneo a partir de combinaciones de N factores de 
producciôn, en condiciones compétitives de los mercados de factores y 
del producto, la funciôn de coste del tipo de C-D que représenta su -- 
tecnologia puede expresarse en forma general como:
N a .
^  ^ Ppk / k = 1,2,3, ,M
i-1
donde:
^k'^k ~ coste global y producciôn de la empresa k.
a^,A* - paramètres.
p^ j^  - precios de mercado del factor i para la empresa k.
e^ - perturbaciôn aleatoria. (7-1-1)
Consjderamos,en un primer momento, que todas las diferencias 
de eficiencia se encuentran incluidas en la perturbaciôn aleatoria.
La forma funcional C-D es lineal en los logaritmos,si supone 
mos rendimientos constantes de escala.
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O bion
) og - log A*j^  + I log + log o^
i-1
+ E.
con las equiValencias oportunas, C, = log
‘"ik ' Pik'- \  «k-
(7-1-2)
; A^ = log A*;
O, en exprcsiôn matricial: C = A + aP f- E = A*P l E
(7-1-3)
Para que esta funciôn pueda descr ibir el comporiami cnt o de - 
las tecnologias punta del sector tiene que esi.lmarsn de ta 1 ma n e r a que 
la frontera de posibilidades de producciôn représente el inrnimo eoste 
de producciôn en relaciôn con las circunstancias tecno] ôgicas y ,1a 1 -
tuaciôn de mercado o, en otros tôrminos, con un procedimi onto que haga 
que todos los residues sean del mismo signo. Ya que la funciôn i r ont c- 
riza a determinar représenta el minime coste, todos los valores reales, 
observados, de las empresas deberôn ser mayores o igualos a los est i ma 
dos.
C > A*P:C (7-1-4)
La cuestiôn asi planteada tiene un elevado grade de indeter 
minaciôn. Hemos asegurado que ninguna observaciôn, C, sujora la front
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ra de costes, pero, cdônde situanios la frontera? Para resolver esta in 
determinaciôn Aigner-Chu (1968) plantean dos posiliilidades : (a) minimi^
zaciôn de la suma de los cuadrados de los residuos; (b) minimizaciôn - 
de la suma de los residuos.
la hifotosis (a)esanâloga a la utilizada en los ajustes minimo 
cuadrdticos, pero en los modelos de programaciôn lineal conduce a un - 
problema de programaciôn cuadrdtica cuya complicaciôn de câlculo no se 
corresponde con la simplicidad de la hipôtesis de partida, igualdad en 
el signo de todos los residuos, por lo que no compensa cl usarla en —  
nuestra estimaciôn aunque sea conveniente emplearla en el caso de ecua 
clones simultâneas.
La hipôtesis (b) lleva el siguiente problema de programaciôn
1îneal
Minimizar V'E
M
k=l
con las restricciones <
I A*^0 
|a *p <c
— > a . >0 
N
> I log Pikl^og 
i=0
pero, por otra parte:
(7-1-5)
= log
J „  "i "ik
(7-1-6)
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suinando para las k.
M M
)’ = l log
i = l k=l
M N 
- ï I  a log P 
k=l i = 0 ^
(7-1-7)
la e x p r o s log os una suma de valores observados que 
es constante en nuestro problema, por lo que al minimizar la suma de - 
residuos para un valor concrete de la suma lo hacemos para todos los - 
valores posibles. Podemos desochar por tanto ose termino en la minimi- 
zaciôn. Resultarâ entonces:
Min
M N 
- l I a log P 
k=l i=0 ^ ik (7-1-8)
0, lo que es lo mismo, maximizar la expresiôn en valor abso­
lute. La formulaciôn anterior corresponde a la funciôn ol.ijei.ivo del - - 
problema de programaciôn lineal con las restricciones a nle r i oie c (7-1-S)
La estimaciôn de este modelo teôrico al caso espanol tropi e -
za con la dificultad de la existcncia de "explotaciones agrarias me--
dias provinciales" con valores observados de costes por uni dad de pro- 
ducto inferiores a la unidad. Este tipo de explotaciones que rcsultan 
ineficientes de por si, producen en la programaciôn lineal, soluc i ones 
no ôptimas al problema objetivo planteado. En nues tros côlculos es.ta - 
dificultad ha sido solventada realizando un desplazamienio de la fun-- 
ciôn fronteriza hacia una zona de homogeneidad en los signes lo que i m 
plica que los tôrminos independicntes calculados no pueden ser inler-- 
pretados en su valor cuantitativo por tener incorporado el factor de -
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desplazamiento.
Los modelos anteriores tienen un carâcter plenamente determ^ 
nista y se ven afectados por tanto por los problemas apuntados en el - 
apartado 4-2. Para eliminar en lo posible estos errores, y dado que el 
câlculo de una funciôn fronteriza de carâcter estocâstico queda fuera 
del alcance de la investigaciôn, hemos empleado el procedimiento proba^ 
bilîstico de Timmer (1970, 1971) descrito en el apartado 4-3. Mediante 
este método hemos recalculado los modelos establecidos anteriormente,- 
Farrell, C-D producciôn, C-D coste, eliminando en cada caso un porcen- 
taje de las provincias caracterizadas por su eficiencia. Este porcenta 
je de "errores" o "eficiencias extremas" ha sido del 6% en casi todos 
los modelos. A los resultados obtenidos por el método de Timmer los de 
signaremos por un subindice que indica el porcentaje de probabilidad *- 
alcanzado.
7-2. La Evoluciôn de la Estructura (>n cl Pcriodo.
Lob modo] os planteados en el apartado 7-1 han £-.ido calcula - 
dos - en el caso de funciones fronterizas - o estimados - para las fun 
ciones médias de producciôn - para los anos 1964 , 1 967 , 1971, 19 7 9.1 ,as 
observaciones utilizadas en su determinaciôn corresponden a los cual lo 
cross-section formados por los valores anuales alcanzados por las varia 
bles incluidas en cada especif icaciôn en las 50 provincias es[»ano1as. 
En los modelos que utilizan el rnôtodo probabi listico de 'J’irnmo]' (1 970, 
1971) las observaciones utilizadas han sido el porcentaje reflojado co 
mo subindice.
Las funciones fronterizas han sido calculadas j)tu inclodos de 
programaciôn lineal utilizando para ello el paquete de procjj amas MJ'' ';. 
Las funciones médias han sido estimadas por minimos cuadrados ordina-- 
rios sin restricciones con valores de ent)e 0,75 y 0,85.
En el estudio de los resultados analizaremos en primer lugar 
los parâmetros de las funciones de producciôn C'-d) f renter i za y media - 
para los cuatro anos del période. Los valores de dichos p£n:ômettros pa­
ra las dos especificaciones consi dcradas - trabajo asalariado-scmifi to 
y trabajo globai-semifito - y para las funciones C-D, C-D probabilisti 
ca y C-D media, se encuentran en el cuadro 7-2-1.
Las conclusiones que se j.'ueden deducir de la oljservaciôn de 
estos parâmctros en sintesis son:
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I’AWBTnos DK lA nitcrn) nr ri'jnnrciw aBn-ncur.iA'; 
ijrrifiACJaflS h i: ias i v i 'IC H x i is  m i i A  y r u r j f i T M
rsprcjrir/vciaj: trmiato A?vu/.niAixj, sk.m t -fito
Ti rrav\ romr._ TRARMO ID3CA.N7,. _ SîTll -FITO
J%4 ri. 5.36R20 - 0.31590 - 0.11124
OIS 3.51774
(7.11)'
0.21490
(2.69)*
0.29598
(4.65)*
-0.09427
(2.41)*
0.06489
(1.88)
0.10234
(2.30)*
1%7 PL 3.9fin08 0.23346 0.16131 0.11483 - 0.07045
OIS 3.72740
(6.53)*
0.27903
(3.47)*
0.24436
(3.86)*
0.00421
(0.13)
0.00915
(0.25)
0.14772
(2.86)*
197J PI. 3.69095 0.259R0 0.21966 - 0.18909 -
OLS 3.34419
(5.17)*
0.27893
(2.83)*
0.29665
(3.89)*
-0.00082
(0.02)
0.14491
(1.79)
-0.05068
(0.51)
1975 PL 3.37676 0.25522 - - 0.28048 0.07243
OIS 2.64979
(4.35)*
0.35391
(3.58)*
0.13349
(1.74)
-0.04066
(0.91)
0.10837
(1.36)
0.18148
(2.01)*
C%])RD 7-2-4.
a. En los valores calculados de la funciôn de tecnologias pun 
ta destaca la gran cantidad de parâmetros nulos, 8 durante el periodo 
para trabajo asalariado-semifito y 4 para trabajo global-semifito, y - 
el elevado valor de la constante lo que parece indicar que las varia­
bles del modelo explican poco el comportamiento de la producciôn, Fren 
te a êsto, los parâmetros anâlogos de la funciôn media de producciôn - 
son significativos para las variables tierra y fertilizante en las dos 
especificaciones, los de semifito en la especificaciôn de trabajo asa­
lariado y algunos de mecanizaciôn en la especificaciôn de trabajo glo­
bal, siendo el valor de la constante mucho mSs reducido.
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b. En tôrminos comparatives las especificaciones OLS y PL -- 
muestran un curioso comportamiento. Las elasticiclades del producto con
respecto a la tierra y al fertilizante son supcrioros en todos los --
anos y significativas casi todas en la funciôn media, lo que pareceria 
indicar una mayor productividad de estos factores en las explotaciones 
médias. En el caso del trabajo el comportamiento es opuesto aunque hay 
que destacar el poco valor explicativo de este coeficiente en la espe­
cif icaciôn de trabajo asalariado. La variable mecanizaciôn confirma e£ 
te comportamiento en los casos significativos y la variable semifito - 
tiene una evoluciôn contradictoria. En resumen , las explotaciones avan 
zadas parecen ser muclio mas eficientes por si mismas - grandes diferen 
cias en el término independiente - lo que podria indicar neutralidad - 
de los avances tecnolôgicos pero puede ser también un indice de la in- 
fluencia de los errores de las variables; asimismo el trabajo empleado 
en ellas junto con la mecanizaciôn es mâs eficiente,mientras que obser 
van una productividad inferior en los factores tierra y fertilizante.
c . Al emplear el método de Timmer para eliminar errores de - 
observaciôn el panorama parece aclararse. El "extraordinario" valor -- 
del término independiente desaparecé por lo que parece indicar que el 
valor anterior se debia mâs a errores de observaciôn que a un "manâ —  
del cielo" de las tecnologias avanzadas. La comparaciôn entre los valo 
res de la constante en las funciones media y fronteriza parece indicar 
una gran homogeneidad aunque oscila en el periodo.
d. La mayor productividad de la mecanizaciôn en las explota­
ciones punta desaparece para dejar paso a una semejnnza prâctica. Sin
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embargo,se sigue mantoniendo una mayor productividad del trabajo que - 
se mantiene a lo largo del periodo.
e. El papel del factor tierra cambia de sentido en la compa­
raciôn entre PL,^ y OLS siendo su productividad mayor en la funciôn -- 
fronteriza mientras que el papel jugado por el fcrt.il i zant(' se rnuestra 
ambigüo aunque desaparece la mayor productividad que mostraba la fun­
ciôn media frente a la PL.
f. La comparaciôn entre los valores absolûtes de 1 os pa tame­
tros de las distintas variables en una ecuaciôn tiene un valor re la t i- 
vo debido a la influencia que en ellos tiene la propi a especi f i caci ôn 
de la variable. Un ejemplo claro puede ser el caso de la tierra en cu­
ya valoraciôn se han tenido en cuenta no solo el numéro de bas. sino - 
las calidades del terreno de ahi el valor importante de su c:oeficien(,o 
Lo que si puede hacerse es una observaciôn de las tendencias a lo lar­
go del tiempo. Asi, la productividad de la tierra parece haberse es tan
cado e incluso descendido al final del pcriodo dejando el paso a mayo­
res rendimientos del trabajo, de la mecanizaciôn y de! semifito; a s i - 
mismo el papel del fertilizante parece haber descendido.
g. Como resumen, parece que al final d e1 per i odo las oxplota 
ciones agrarias mâs eficientes lo eran por su mejor cali dad de tierra
y mayor productividad del trabajo mientras que el reste de los facto--
res mostraba un aspecto de ambigüedad debido a su evoluciôn.
Calculada la funciôn de coste fronteriza C-D pa)a su compara
l '/W c  ici-Ros HE I A nxiCTfii nr. o fr rn  s  m nn-cxTum /Æ  
EETMACim or; ia njtt:iaj rncit.TERA
rs p n c iK ic A C ja i:  'iharmo asatariado, S f M i - r n o
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196-1 I’l,
1%7 l>I,
1971 PL
1975 PL
m;nT._
-1.9660,1
-1.11506
-1.13412
-1.17303
0.00032
0.13025
0.13212
FTO’JL^
0.90523
0.03625
0.04201
'iHAHA.lQ
0.03340
HECAMI. 
0.36684 
0.15793
P771A>.'ETn03 OF LA FUNCKil 06 COSTES CDilQ-OOUGl.AS 
EST Ik'ACllfl 06 LA RB-jCiaj FnOITERA
ESPFCiriCACini: TRAflAJO ASALARIADO, 5EMI-FIT0
1009 Pig
VJ<52 PLg 
1971 PLg 
19/5 PL„
CONST.
- 4 .  i r / y l i
-0.90329 
-1.01512 
-0. 13010
1.001190
0. 16/130 --
0. 16193 0. 1X176
D.19001 2.50557
CVAbRO 1-2-2
0.07296
0.21150
0.05993
15.02700
14.00929
0.03663
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ciôn con la eficiencia tôcnica alcanzada por las empresas en el jierio- 
do, la naturaleza de los datos hace prâcticaiiiente imposible el ex(:raer 
conclusiones de 3 os valores de sus parSnietros. Los resultados para PL 
y PL 9 1, , se encuentran en el cuadro 7-2-2.
Los va lores del término independiente no tienen valor expli­
cable por incorporar el coeficiente de desplazamiento. Los valores muy
elevados del coeficiente de semifito en PLg ^ se deben a la construe--
ciôn de la variable con precio unidad en 1970. Del res to de los [iar âme
tros sôlo podrîamos deducir un estancamiento o dismimiciôn de 1 papel -
de la tierra y un incremento del papel de la mecanizaciôn mii’ntvas ({ue 
el papel del trabajo asalariado y el fertilizante aparecre contradicto- 
rio o no se révéla.
Los modelos de funciôn fronteriza tienen una vent aja adicio- 
nal que es la cuantificaciôn de la eficiencia de las empresas. En es-- 
tos esquemas las empresas no son mas o menos eficientes desdc un punto 
de vista meramente cualitativo sino que podemos calcular en que medida 
son ineficientes. Estos indices de eficiencia construidos en lia se al - 
conjunto de los factores productives que se transforman en la empressa 
son,a simple vista, mâs completes que aquollos que se reducen a la me­
dida de la cantidad de un solo factor de producciôn, por ejemplo cl --
trabajo,por unidad de producto.
Cada una de las especificaciones calculadas, Farrell, funcio 
nés de producciôn y coste Cobb-Douglas, conduce al câlculo de indices 
de eficiencia diferentes cuyo significado puede resultar distinto ya -
3 1 0
que provienen de desarrollos sobre diversas hipôtesis acerca del com-- 
portarniento de la eficiencia de las empresas.
En el modelo de Farrell (1957), analizado en 4-2, los fndi-- 
ces de eficiencia se calculan por el inverso del valor alcanzado por 
la funciôn oJjjetivo en cada uno de los cincuenta problemas distiitos - 
de programaciôn lineal que se plantean (4-2-4). Aunque la no espocifi- 
caciôn de una forma funcional para la frontera de eficiencia tieie la 
ventaja, como ya hemos senalado antes, de admitir cualquier tipo de po 
sibilidadcs de sustituciôn entre los factores de producciôn, la «mpli^ 
ciôn del nômero de factores considerados, Fç?(rsund-njalmarsson (l‘79) , 
introduce en este modelo dificultades que se revelan de mayor tiascen 
dencia. Los indices de eficiencia se definen para cada vector de facto 
reS de producciôn y utilizan como referencias el origen de coordmadas 
y cl punto de la frontera correspondiente a ese vector formado per una 
combi naciôn lineal de empresas eficientes. En el hiperespacio dt cin­
co dimonsiones, como ocurre en nuestro caso, es posible que el pmto - 
observado no encuentre en su camino hacia el origen una combinac:ôn -- 
eficiente de puntos por lo que tendrâ como eficiencia la unidad. Estas 
posibilidades aumentan al hacer]o los factores de producciôn lo eue -- 
créa un conjunto do unidades de producciôn eficientes entre las eue es 
imposible estab)ecer comparaciones. En otras palabras, la "quebrida de 
Farrell" que en dos dimensiones envuelve con facilidad al univer:o de 
observaciones se covierte, al aumentar ]as dimensiones del espace en 
una "hiperquebrada" que dificilmente envuelve a las observacione: y 
que en muchos casos en vez de envolver las ineluye. Por estas caisas - 
los indices de Farrell, calculados para los anos 1964 , 1967, 197:,1975
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y que se incluyen en cl cuadro 7-2-3 junto a todos -los denids indices,- 
présentai! un qran nCinicro de explotaciones agrarias médias provinciales
elicientes. Ante este heclio no extraeremos conclusiones de su evolu--
ciôn particular al margen de los indices restantes.
En cl caso de la funciôn fronteriza de producciôn C-D los in 
dices de eficiencia se han calculado segfin la expi esiôn (4-2-15) que -- 
cuantifica la relaciôn entre la producciôn observada y la producciôn - 
que alcanzajia la empresa si fuera eficiente. Para la espec i ficac ion - 
do la funciôn de coste C-D los indices se han calculado de una manora 
anâloga mediante el inverso de la relaciôn entre el coste observado y
el coste minimo que para esa producciôn y ese vector de precios ten--
dria una empresa econômicamente eficiente. Los resultados para una os-
pocificaciôn que ineluye el trabajo asalariado y semifito se encuen--
tran en el cuadro 7-2-3.
l’.ste cuadro de indices nos facilitaria una desci'ijjciôn com-- 
pleta de la estructura técnica y econômica del sector agrario si los - 
datos de base fucran los adecuados, représentativos de los valores de 
las magnitudes econômicas considoradas a nivel de empresa, ))cro ante - 
la realidad de las observaciones utilizadas deben extraerse conclusio­
nes llenas de ma tices que se concretarân en un anâlisis de las tendfu- 
cias observadas para grupos de provincias a lo largo del peo'iodo.
Estas agrupaciones provinciales se han realizado en base a - 
la clasificaciôn que el Ministerio de Agricultuia facili(a para las re 
giones agrarias espanolas y que es utilizado generalmente en las pub 1i
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caclonc-s (îstadisticas oficiales como cl Anuario Estadistico y l a s ----
Cuentas del Sector Agrario.
Las lincas de evoluciôn de estas regiones agrarias que se 
desprenden del cuadro 7-2-3 pueden resumirse en:
1. La regiôn Morte, que ineluye las très provincias vasconga 
das, Santander y Oviedo, présenta los mayores indices de eficiencia -- 
técnica y econômica en los anos inicial y final del periodo, ya qtu' —  
sus valores oscilan entre el mâximo de los minimos y el mâxiiiio de los 
mâximos para las provincias que la integran. De estos datos parece des 
prenderse que esta regiôn muestra la agriculture mâs efici cm Le en el - 
periodo, tendencia que parece confirmai:se por cl incremenlo de eficien 
cia observado en la subregiôn de Asturias mientras que las provincias 
vascongadas se mantienen en el mâximo.
2. En el extremo opuesto se encuentra Anda 1ucia Oriental en 
cuanto a su eficiencia técnica y Andalucia Occidental en su ef i ci luici 
econômica. De estos indices parece derivarse en el periodo una atirava- 
ciôn de la ineficiencia técnica en Andalucia Occidental y un manleni-- 
mient o de la ineficiencia econômica de ambas. Estos resultados deben - 
ser extraordinariamente matizados por las caracteristicas peculi ares - 
de este tipo de agriculturas. Como ejemplo pondremos que la provincia 
de Aimerla muestra una notable eficiencia técnica y una eficiencia eco 
nômica en extraordinario ascenso.
3. I.as demâs regiones se mantienen en una posiciôn informe--
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dia. Entre ellas podemos senalar que las regiones Centro, Levante y Ga 
licia han disminuido aparentemente su eficiencia técnica y econômica - 
mientras que la Nordeste ha elevado ambas. Algunas regiones como la —  
del Duero mantienen su eficiencia relativa mientras que otras como Ex­
tremadura han visto disminuir su eficiencia técnica y han elevado su - 
eficiencia econômica.
4. Aunque de los datos no pueda deducirse una elevaciôn o —  
descenso global de la eficiencia técnica y econômica del sector agra—  
rio espanol si parece intuirse una mayor acomodaciôn entre los indices 
de eficiencia técnica y econômica al final del periodo lo que parece - 
confirmar el proceso de integraciôn del sector agrario en el conjunto 
de.los sectores econômicos.
V i '
8. CONCLUSIONES
El estudio del cambio tecnico en vin sector productive p I a u - - 
tea la nocesidad de elaborar un esqucma teôrico en cl que insertar 1 os 
anâlisis cuantitativos del fenômeno.
La primera elecciôn bSsica a reali zar tiene como olijetivo cl 
enfoquc de la investigaciôn. Esta decisiôn viene condicionada en sus - 
aspectos fundamentales por el fin protendido en el anâlisis y por el - 
objeto de la investigaciôn. En nuestro caso ambos factores han influi- 
do para que pongarnos el punto de mira en los efectos del camlrio de la 
tecnologia y sus repercusiones sobre la estructura de eficiencias del 
sector considcrado en cl marco de la teoria econômica de la producciôn. 
El fin de nuestra investigaciôn no pretendia ser el estudio de los me- 
canismos de generaciôn de la tecnologia ni los rendimientos do las ac- 
tividcdes de investigaciôn y desarrollo mediante un anâlisis coste-be- 
neficio, lo que buscabamos eran las repercusiones de la adopciôn de 
huevas tecnologias y los mecanismos econômicos que influyen en las de­
cisiones empresariales que facilitan su entrada en las empresas de un 
sector econômico. El objeto de nuestro estudio tampoco iba a ser un -- 
sector productivo, como podria ser el electrônico, en el c]ue el proce­
so de generaciôn de tecnologia constituyera una actividad importante - 
del mismo sino un sector,como el agrario,en el que la tecnologia se 
produce generalmente fuera del sector y el proceso csenc i a] de su i n-- 
troducciôn se lleva a cabo con la adquisiciôn de nuevos o rénovados -- 
factores de producciôn que lo incorporan. Por estas ra zones e 1 enf expie
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bâsico era claro.
Un segundo paso en la formulaciôn de un modelo apropiado con 
cierne a los aspectos a considerar de estos efectos del cambio tëcnico. 
Un aspecto del cambio técnico puede s&r sin mas la estimaciôn del "fac 
tor residual" mediante una funciôn a^regada de producciôn, es decir, - 
el "cuanto" del cambio técnico o en otras palabras gué es lo que ha —  
ocurrido con el crecimiento del producto que no pueda ser explicado —  
por la acumulaciôn de los factores productives. Otro aspecto mas inte- 
resante del cambio técnico es el "como" del cambio de la tecnologia, o 
en otras palabras el sesgo introducido en la demanda de factores pro-- 
ductivos por la puesta en funcionamiento de tecnologias mas avanzadas. 
Desde Hicks (1932) esta idea parece mas sugestiva que la primera y mas 
aun en un mundo donde la idea del crecimiento ilimitado ha sido abando 
nada y el mayor énfasis se pone en la actualidad en la conservaciôn y 
la sustituciôn de los recursos productivos escasos. A este éltimo as-- 
pecto se le une la consideraciôn de las repercusiones que sobre la es­
tructura de los sectores econômicos tiene el proceso de cambio técnico 
y la configuraciôn del mnpa de eficiencias del sector como consccuen-- 
cia de éste.
La teoria de la producciôn proporciona herramientas adecua-- 
das para el tratamiento de estos aspectos. Los modelos que permiten el 
estudio de la direcciôn del cambio técnico,que tienen sus fundamentos 
■principales en la especificaciôn de funciones estimadas de producciôn, 
facilitan el estudio de los sesgos del proceso; la especificaciôn y —  
câlculo de funciones teôricas de producciôn, las funciones fronterizas
J I T
que tifiion su or i qen en 1 a idee do Farrell (1957), y su comparac;i6n -- 
con las Tuneiones médias faculta para el andlisis de la esIrue Lura del 
sector considerado.
El anAlrsis do las disLinLas de Lini ciones de la dirercidn -- 
del cairibio tecnico lleva a la conclusiôn de que les svipuestos de neu-- 
tralidad ex is tentes en la literatura se reducen a dist intas L(;rmas de 
observar el proceso de evoluciôn de la tecnologîa en relacidn con el - 
comport ami en to de disLintas magnitudes ecouômicas. Cou forme a dslo lie- 
mos generali/ado las dis tintas deiiniciones de neuLralidad para el oa- 
so de N Lac tore s productives. Estes supuestos de neulralidad esljîn in­
timâmes te ligados con las distintas formas funcioua1 es utili/adas on - 
la teorî.a de la produce iôn que pueden ser ob ten id a s a parl.ir de la in- 
tegracion de las expr csiones maternât icas de las condici ones de neulra- 
lidad.
La forma aumentadora de los factores es la ospecif icaci du --- 
mas utilizada en la descripcidn del sesgo del cambio Lécniro aungue su 
empleo haya llevado, en ocasiones, a confus:ones Lcdricas en la piosun 
ciôn de equivalencia entre los valores de sus parâmetj'os eu a 1 i (a t i vos 
y la évoluer 6n del sesgo del cambio técnico. Esta fune i du responde a - 
un caso particular de neutralidad que puede ser definida de distrnlas 
maneras. Hemos forrnulado lemas que establecen las coiidiciones para que 
una forma funcional general pueda adoptar esta forma especifica, requi^ 
sitos que coinciden con los supuestos subyacentes de neuLralidad. En -
estas deducciones la uLilizaciôn de los teoremas de dualidad de She--
phard-Uzawa introduce una gran simplificacidn y genera 1izacmon de las
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hipôtes l.'? de deinostracldn ,
Las conclusiones del anSlisis nos han inducido a définir un 
sesgo del cambio tdcnico aplicable al estudio de la producciôn con va- 
rios factores, sesgo que puede ser analizado en el contexte de una fun 
ciôn aumentadora de los factores por lo que ôsta parece un instrumento 
adecuado para la especificaciôn de nuestro modelo. La definiciôn del - 
sesgo se basa, para cada factor, en la evoluciôn de su participaciôn - 
relative a precios de los factores constantes.
La modida del sesgo del cambio tôcnico definida de esta mane 
ra choca con la imposibilidad de identificaciôn de los parSmetros de - 
de una funeiôn de producciôn que, en el caso de la elasticidad de sus- 
tituciôn y el sesgo del cambio técnico, se conoce coino teorema de impo 
sibilidad de Diamond-McFadden. Entre las distintas hipôtesis formula-- 
das en la literatura para superar esta no identificabilidad, la forma 
aumentadora de los factores reduce el rango de identificabilidad pero 
no logra superaria. Este hecho obliga, en todo modelo de producciôn —  
que pretenda analizar el sesgo del cambio tôcnico, a formular hipôte—  
sis previas sobre el comportamiento de la elasticidad de sustituciôn.
La necesidad de analizar la evoluciôn de las participaciones 
relatives de los factores en el supuesto de producciôn con varios fac­
tores nos ha llevado por un lado a especificar una funciôn de coste co 
mo reprosentativa de las posibilidades de producciôn de las empresas y 
por otra a estudiar las formas funcionales flexibles y escoger entre - 
ellas a la funcion translog.
-> I <)
Los teoroinas de dua]idad han si do analizados coiuo d i s L i n I a s 
formulaciones de un con t en i do osencial, la posibilidad do reprcr.f’ii t a i' 
la tecnoloqia de las empresas por medio de estructuras de co;; l e , produc 
ciôn y beiieficio que bajo condiciones concretns de régulaj'idad se co-- 
rrespondcn biunîvocamente. Nos hemos detenido en espcrrial en la du a li­
dad simôtrica entre cuerpos polares.
La selecciôn de una forma funcional translog lia sido real i/.a 
da después del estudio de la estructura interna de las formas funciona 
les flexibles, anSlisis que se ha cenf.rado en esencia en Jo conco) n  i en^  
te a las condiciones de separabilidad y sustituciôn. Jjas f oT ma s fl cxi - 
bles admiten en general condiciones de separabil i dad y sur; ( i l ue i ôn s.i n 
restricciones que liberan a la teoria de la producciôn de la servidum- 
bre de las formas C-ü y CES. Aparentemento f 1 e x i I) 1 e s en fcdor; 1 os a s - - 
pectos, hemos demostrado que existen condiciones de in f1 ex i bi1i dad di- 
recta e indirecta segun determinadas condiciones de la piopia funciôn 
o de su dual.
La funciôn de coste translog no sôlo aven taja a otra s formas 
f une ion a les a 1 terna ti vas en condiciones de f 1 exibi 1 idad s i no gur- faci­
lita, medianie la aplicaciôn del lema de Shephard, funciones llneales 
en los logaritmos para las particip>aciones relatives de 1 c,s facl ores - 
lo que la liace especialmente apropiada para ser uti 1 i zada en el trata- 
miento économetrico de los sesgos del cambio tôcnico.
El diseno y câlculo de funciones fronterizas de producciôn,- 
aquellas que proporcionan el mdximo alcanzable que define la tcori a mi
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croeconômica, compléta el anélisls de los efectos del cambio de la tec 
nologîa en un sector econômico al describir las consecuencias de éste 
sobre la estructura del sector.
Los model 05 deterministas en la linea del trabajo de Farrell 
(1957), junto a sus évidentes limitaciones, definen un mêtodo para la 
determinaciôn do la forma y situaciôn de esta funciôn fronteriza del - 
sector por medio de técnicas de programaciôn lineal. Los desarrollos - 
en este tipo de modèles vienen conducidos por dos guias que enmarcan - 
su direcciôn, los limites estadisticos de sus estimaciones y el conte- 
nido teôrico de estas en termines de la distribuciôn de eficiencias de 
las empresas del sector. Esta eficiencia tiene en cucnta los aspectos 
têcnicos y econômicos del proceso de producciôn.
Para superar las limitaciones de estes modèles que provienen 
de los errores de las observaciones hemos empleado el modelo de proba- 
bilidad restrinqida de Timmer.
La apiicaciôn de ambos esquemas teôricos a la estructura del 
sector agrario espanol en el période 64-75 ha estado condicionada por 
la naturaleza de los dates disponibles. Las fuentes estadisticas para 
el période han sido en general las publicaciones del Banco de Bilbao - 
en su série de la "Renta Macional de Espana y su Distribuciôn Provin-- 
cial" corrégidas por procedimientos especificos segôn la variable con- 
siderada. Estas observaciones agregadas a nivel provincial divididas - 
por el nûmero de explotaciones de la provincia representan las caracte 
risticas productivas de una "explotaciôn agraria media provincial".
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La especi f icaciôn del modelo de funciôn translog se lia reali 
zado con un siî'.tema derivado de ecuaciones que expresan la re lac iôn en 
tre las participaciones relativas de los factores, los logaritmos nepo 
rianos de los precios de los factores de producciôn, cl tiempo y dos - 
variables ficticias rcpresentativas de la mayor pioi^orciôn de trabajo 
asalariado en las explotaciones agrarias y de las mayores caracterisli 
cas "ganaderas" de dichas explotaciones provinciales.
Se han estimado cuatro especificaciones diferentes del mismo 
modelo que toman en consideraciôn cinco varia))!es e>:pl icativas de los 
factores de producciôn, très de ellas présentés en todas las especifi- 
caciones, tierra, f erti lizante, rnecani zaciôn, y dos que varian en las
distintas especif icaciones , tralia jo asalariado y g 1 ol)a 1 y las varia--
bles semifito y otros. Para su estimaciôn se ha empleado un programs -
de 3SLS que permite contrastaciôn de hipôtesis y estimaciôn con res--
tricciones.
En la resoluciôn del proljlctna de identi f icaciôn antes a pu n 1 a 
do se ha estimado el modelo para una serie temporal de "cross-sectiou" 
correspondientes a los anos 1964,1967, 19 71,197 5. Esta estimaciôn lia -- 
permitido evaluar las caracLerïsitcas de sustituciôu entre los facto-- 
res y las elasticidades de demanda de ëstos en el sector agrario en el 
période.
En cl sector agrario espanol en el periodo 6 4-75 los facl.o---
res de producciôn tierra y rnecani zaciôn se revelan conip! ementar ios --
mientras que el reste se muestra sustitutivo con diferencias en s u --
3 2 2
elasticidad.
Si bajo cl supuesto de mantenimiento de la estructura de su£ 
tituciôn a lo largo del periodo suponemos que el cambio técnico ha te- 
nido lugar de una manera constante, éste ha mostrado un sesgo bSsico - 
hacia la utilizacion de fertilizante, un sesgo menos significativo ha- 
cia el empleo de mccanizacion y hacia el ahorro de tierra y no se ob—  
servan sesgos en la utilizaciôn del factor trabajo.
Si por el contrario suponemos que el cambio técnico ha osci- 
lado de una manera irregular a lo largo del periodo podemos dcstacar - 
que el sesgo observado en la utilizaciôn de fertilizante parece remi-- 
tir al final del periodo; que cl sesgo hacia la mecanizaciôn es eviden 
te en todo el periodo; que la tecnologia ahorradora de tierra ha remi- 
tido al final del periodo y que finalmente la aparcnte neutralidad del 
cambio tôcnico a lo largo del periodo se transforma en un sesgo hacia 
la utilizaciôn del trabajo en el periodo 67-71 que se convierte en un 
sesgo ahorrador de mano de obra en el periodo 71-75.
I.a especif icaciôn y estimaciôn de un modelo anâlogo al ante­
rior pero con una funciôn de coste Cobb-Douglas,utilizando para ello - 
todas las observaciones disponibles,ha servido de confirmaciôn de la - 
aparente incapacidad de este tipo de modelos para represcntar el sec-- 
tor agrario espanol en el periodo. Este hecho ya era conocido dado que 
se desprende del nivel de significaciôn alcanzado por los parémetros - 
de segundo orden de la funciôn translog.
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La naturaleza de los datos impide extraer conc Uisiones lido- 
dignas sobre la evoluciôn de la estructura del sector agrario en e 1 pe 
riodo y sobre la comparaciôn entre las tecnologias punta y media del - 
mismo del cdlculo de los modelos de f unciones fronter izas. I.as di fi eu 1 - 
tades nacen de dos motivaciones principales, los errores en las ci iras 
obtenidas que no representan la realidad productiva provincial y la -- 
agregaciôn de las variables que difumina las diferencias de eficiencia 
a nivel provincial. As! como la primera dificultad puede solvenia;se - 
por el método de T immer la segunda no puede eliminarse si las difc'ren- 
cias de eficiencia entre las explotaciones a nivel provincial es giau- 
de.
A pesar de los esfuerzos reali zados jiara coid:.r arr est ai- est os 
efectos do distorsiôn,fundamentalmente a travôs de la espec i i i cac i ôn - 
de distintos tipo s de modelos,el result ado ha sido dccig i onauie . Las 
conclusiones de comparaciôn entre los parômetros de las iune iones iron
teriza y rricdia a lo largo del periodo y las series de indices de eii -
ciencia de ben tomarse por consiguiente con mucliisima cautela.
Como lineas de tendencia mu y matizadas pod i am'rs se fia 1 a t las 
mayores productividades del factor tier ra y del tr, ba jo < n las exjilol a 
clones punta y la ambiguedad del comport a mi en to del rreslo de los facto 
res de producciôn, la mayor eficiencia a lo largo de 1 periodo de la re 
giôn Nort e tan to en los aspectos têcnicos como eir los econômr cos y la 
mayor egniparaciôn en los ûltimos anos de la serie de las efici tuici as 
técnica y econômica de las explotaciones "médias provi ircraies " .
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Las posibi]idades de producciôn do las empres as en la 
Teorîa Econômica de la Producciôn
La forniulaciôn de un modelo complete de producel6n comprende 
la descripciôn de las poslbilidades de producciôn de las empresas as.î 
como las normas de actuaciôn de los produc tores y las condiciones nece 
sarias de equilibrio que se derivan como consecuencia de dicho conipor- 
tamiento.
Supongamos que la empresa opera en circunstancias economicas 
determinadas por una tecnologîa (1) y la presencia on cl mercad(x,bajo 
condiciones competitivas,de S mercancias - bienes o servieios - a las 
que désignâmes por un indice variable, s.
= 1 ,2 , ,S ( A -1-1)
que pueden negociarse,comprarse o venderse,a unos precios -- 
exôgenos a la empresa y que représentâmes por un vector q pertenecien 
te a un espacio vectorial euclideo de dimcnsiôn S, ,(2)
q r. q = (qi ,q2   ,qg)
o bien en expresiôn matricial,
qi
92
(A-1-2)
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La empresa considéra todos los bienes y servicios présentes 
en el mercado como posibles factores de producciôn a ser utilizados en 
el proceso productive o como posibles productos de este proceso de una
manera variable.Definimos el plan de producciôn de la empresa como las
cantidades netas de las S mercancias aportadas o retiradas del mercado 
por la empresa.Simbolizamos este plan de producciôn por v,vector de S 
dimensiones - correspondientes a los S bienes y servicios -,
V e V = (vi ,V2 , . . . ,Vg) ^
g e ^
con componentes reales, 0 =R‘
Vg c R / s = 1,2,....,S (A-1-3)
cada componente,Vg,représenta la cantidad de producto neto - 
de la mercancia,s ,suministrada por la empresa al mercado.Las componen­
tes con valor negativo corresponderan por tanto a los inputs de los —  
factures de producciôn y las componentes positivas a los outputs de la 
producciôn de las empresas.
V E R. y / s  > V = productos ++ s
Vg E R_ / s  > v^= factor de producciôn
(A-1-4)
el vector v représenta tanto la combinaciôn de productos co­
mo la de factores de producciôn de la empresa.
La tecnologîa establece limites a la acciôn de la empresa y 
restringe sus posibles planes de producciôn.Describimos la tecno]ogîa
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por medio del conjunto de posibles planes de producciôn do la empresa 
al que llamarnos T,
T C  T = {v I V e , v posible} (A-1-5)
Estas poslbilidades de actuaciôn de la empresa estôn afectn- 
das en general por una serie de factores exôgenos a ella como pueden - 
ser entre otros,efectos externes provocados por otras empresas,contra- 
tos a priori de suministro de factores de producciôn,cartera de pedi-- 
d o s E s t a s  influencias condicionan el contenido del conjunto de po­
sibles planes de producciôn T.Si representamos estos efectos por un -- 
vector z de dimonsiôn L,con componentes reales,que pucde evolucionar - 
dentro de un conjunto Z, Z
z = (z 1 , Z2 Zj^ ) z e Z  (A-l-Ci)
el conjunto que simboliza la tecnologta serâ,
T = T(z) (A-1-7)
Efectuamos una particiôn del conjunto,s ,en dos subconjuntos 
que dfînominanios, n , m ,
n V J r a - s  I n = l,2,,..N
n m = (j) I m = N+1, . . .S (A-1-8)
a las mercancias pertenecientes al conjunto,n ,las considera- 
mos factores de producciôn y a las del,m,productos de la empresa,es de 
cir,la empresa utiliza N factores de producciôn para producir,S-N-M,-- 
productos.
356 j,
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Las cantidades de factores de producciôn utilizados las de-- !
-V
signâmes por un vector, x ,vector de inputs, y a la producciôn por un !
vector, y ,vector de outputs.Estos vectores tienen por dimensiôn N y M |
respectivamente y sus componentes se consideran nômeros reales no nega 
tivos, i
M ->■ -> î '
y e y > 0  -> y^>0,y^GR r
N :
^  ^ X  > 0  > x.>0,x. e R
y = (y),...,y^) x =(xi,....,x^) (A-l-9)
En este caso los limites tecnolôgicos de la acciôn de la em- j
presa se describes como el conjunto T de pares de vectores de factores 
de producciôn y producto que son posibles,en el sentido de que.la em-- 
presa puede entregar una combinaciôn de productos usando la correspon- 
diente combinaciôn de factores de producciôn,
T - { (x,y) |x e R^,y e R^,son posibles) ==
= {‘v| V e R^xr” ,v posible) ; T C  R^xR^^=R^=D^ (A-1-10)
al conjunto T se le denomina también como conjunto de posibi- 
lidades de producciôn.
Caracterizamos a todas las posibles combinaciones de produc­
tos fabricados por la empresa en el marco de una tecnologîa por un con
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junto,y*, llnmarlo con junto de producto producible,
Y * C R ^  Y* = {y|(x,y) e t ) para algün x c R^ (A-1-11)
Representamos todas las posibles combinaciones de inputs de 
factores de producciôn que se utilizan en la empresa en la el.aboraciôn 
de una combinaciôn determinada de productos,en el marco de una tecnolo
gîa por un con junto, X(y) , (3) ,denominado con junto de inputs necc?sa--
rios,
X(y)ÇR^ X(y)={x| (x,y) e T,/ y c Y*} (A-1-12)
La descripciôn de la tecnologîa,el conjunto de poslbilidades 
de producciôn T, se suele realizar implîcitamente mediante la défini-- 
ciôn de la frontera de poslbilidades de producciôn formada por el con- 
junto de pares de vectores , (x,y) , efici entes en el sentido:
(xi ,y) es mas eficiente que (xz ,y) ,siempre que,/ ycY*,
a) (xj,y) , (X2 ,y) G T ------ > Xi ,Xp G X(y)
b)  > (A-x-13)
Llamamos a este conjunto Y,
Y = { (x,y) I (x,y) e T, (x,y) mas eficiente que (x',y) ,
/ x,x'EX(y)) (A-1-14)
La definiciôn de frouteras de poslbilidades de producciôn se
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acostumbra a Ilovar a cabo por medio de funciones de transformaciin —  
(correspondenciaG) o , en el caso de un solo producto,funciones d« pro 
ducciôn, aunque en alcjunas ocasiones , Shephard (1970),se hayan empltado 
funciones de distancia.La utilizaciôn de distintas formas funcioniles 
que nos permitan caracterizar la frontera de poslbilidades de pro<uc—  
ciôn de la empresa y como consecuencia su tecnologîa adquiere asî una
importancia decisiva en la formulaciôn de un modelo de producciôn
Las mismas caracterîsticas econômicas de la producciôn ntro 
ducen en las poslbilidades de producciôn de la empresa unas restriccio 
nés que se convierten en propiedades del conjunto de poslbilidades de 
producciôn T.Estas propiedades que suponen una cierta pérdida de gene­
ral idad matemôtica no implican una perdida sustancial de generaliiad - 
econômica y las podemos resumir en,
i) CIERRE. El conjunto T es cerrado (4).Asegura la existen—  | 
cia de vectores eficientes con lo que garantiza - I 
la realidad de la frontera de poslbilidades de —  ■
producciôn,Y,y la ausencia de "umbrales" o "aguje |
ros" en los que se produzcan discontinuidades en | 
los inputs necesitados o en la producciôn aJcanza j 
ble. I
il) EXTENSION. El conjunto T es no vacio y no pertenecer a êl 
vectores del tipo (^,y),/ y^Ô,yeY*.Manifi«sta - 
que las poslbilidades de producciôn existen verda 
deramente y que éstas tienen un coste (5).
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El cumplimiento de las condiciones i y ii configura un con- 
junto T que se denomina regular.
Un conjunto de poslbilidades de producciôn regular impi ica 
las siguientes caracterîsticas de los conjuntos do producto product-- 
ble,Y*, y de inputs necesarios, X(y),
1. Y* es no vacio. Y* / 4>.
2. X(y) es cerrado,no vacio y para producciôn no nula no in
cluye el vector 5.Es decir,
X (y) / <j> ; X (y) ; X (3) -  ^X (y) , / y > 0 , y s Y *
El lema reciproco,un conjunto T definido por las propieda--
des 1,2, anteriores, no conduce nece sa ri amen te a un con junto recju.1ar - 
sino a otro tipo de con junto que denominamos con junto de P«'’ibi^ l idjçç- 
des de producciôn regular en los inputs.
A las propiedades anteriores podemos anadir por convenion-- 
cia analîtica los supuestos generalmente aceptados en la teorîa de la 
producciôn tradicional:
iii) f40N0T0NIA. Conocida también como libre disponibilidad de 
inputs.Implica que las productividades margina-- 
les de los inputs son no negativas,por lo que un 
mismo producto puede obtenerse con combinaciones 
no eficientes de inputs.FormaImente,
36o
Si (x,y) e T ----> y G Y* ,x E X (y) ocurre que también I
j
se cumple que / x'|x'^x,x' E X(y) (A-1-15) ^
La propiedad de monotonia puede definirse también cono que 
el conjunto de inputs necesitados, X(y),contiene a su corteza de 11—  |
bre disponibilidad, j
X(y)2  X(y) + donde 0^ ={x|x^3,xE R^} (A-1-16) |
iv) CONVEXIDAD DESDE ABAJO. Para cualquier combinaciôn de in ' 
puts obtenida por combinaciôn lineal de dos vec­
tores del conjunto de inputs necesitados y situa 
da entre ambos inputs,existe siempre en X(y) un 1 
vector no mayor que ella.Equivale a suponer que i 
la relaciôn marginal de sustituciôn entre los in^  | 
puts es no creciente.Matemdticamente, j
/ 0<8^1,0 E R, x'' = 8x +(1-8) x' , X* EX (y) Ix*^x'' |
/ x,x' E X(y) (A-1-17)
Una definiciôn alternativa de la convexidad desde abajo sé­
ria,McFadden (1978), que la corteza de libre disponibilidad del con—  ;
junto de inputs necesitados es convexa.
El cumplimiento de las propiedades iii, iv, implica necesa-
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riamaente que el conjunto X(y) es convexo (6).
Un conjunto T de poslbilidades de producciôn que satisface 
las cuatro propiedades anteriores se llama convencional y si cumple 
las propiedades 1,2,iii,iv, convencional en los inputs.
La tecnologîa T se llama clôsica si cumple las propiedades 
i, ill, iii y ademâs:
v) X(y) es estrictamente convexo desde abajo. 
vi) X(y) estâ acotado.(7).
Anâlogamente a lo realizado para las cantidades de input;s 
y prroductos la particiôn efectuada en el conjunto s délimita dos sub 
conjjuntos de precios que llamaremos P y R con vectores de precios p, 
r ,die dimensiôn N y M respectivamente y que se corresponden con los 
precjios de los factores de producciôn y de los productos de la empre 
sa,
p C R p = (Pl ,P2---- ,Pj^ )
r e R^  ^ r = (r 1 ,r2 ..... r^^^)
supondremos,sin pérdida de generalidad econômica que los - 
precrios son positivos, p^,q^eR^^
Como consecuencia el ingreso,los costes y el bénéficie de 
la empresa serân,
^  '► -y ~> M  b N
I = r*y ; C = p*x ; H = q-v r^ R++»P^ R , q e  R^^
V e. T,y t Y* ,x e X (y)
( A - 1 - 1 8 )
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La frontera de poslbilidades de producciôn de una tecnologîa 
T se suele caracterizar, en el supuesto de que ME 1,por una funciôn de
producciôn que es el mSximo producto alcanzable de una combinaciôn de
inputs perteneciente al conjunto de inputs necesarios,
F : -------> R^ F (x) = max {y|xeX(y)} (A-1-19)
y
Dlewert (1971) ha demostrado que si la tecnologîa es conven­
cional en los inputs esta funciôn de producciôn tiene como condiciones 
de regularidad las siguientes;
1. Es una funciôn no negativa de valores reales definida pa­
ra toda combinaciôn de inputs no negativa,finita para to-
da combinaciôn finita de inputs y nula cuando los recur-- 
sos transformados son nulos,F(3)=0.
2. Monôtona no decreciente.(Asegura no decreeimiento de la - 
producciôn cuando se aumentan los inputs).
Si x^x' ------> F(x)^F(x') / x,x' eX(y) (A-1-20)
3. Continua desde abajo.(Menos restrictiva que la continu!—  
dad) .
Para toda sucesiôn {x^} tal que F(x'^)^y°
si y°-F(x”) ; (x^) ---> x°  > lira F(x^)=y°
(A-1-21)
4. Cuasiconcavidad.(Implica relaciones marginales de sustltu 
ciôn no crecientes).
El conjunto (x|F(x)^y,xcR^} es convexo / y^O (A-1-22)
363
A las anteriores propiedades se acostumbra anadir otras con­
diciones que hacen que la funciôn de producciôn sea clôsica. Para ---
McFadden (1963) y suponiendo una funciôn de producciôn F (x) que repré­
sente al conjunto de poslbilidades de producciôn, es decir, el conjun­
to de inputs necesarios, (A-1-12), se hace:
X(y) = {xI F(x)2 y) (A-1-24)
una funciôn de producciôn se denomina clôsica si cumple:
- F es continua, F: , con F (3)-0 y tiene dériva
das parciales de segundo orden continuas para inputs posi­
tives .
- Las derivadas parciales de primer orden son positivas (y -
finitas) para todos los inputs positivos.
- F es estrictamente cuasicôncava. (A-1-25)
Para una tecnologîa,T , convencional en los inputs se define 
la funciôn de distancia como el valor môximo de un parômetro A>0,AeR^ 
tal que el vector de inputs, l/Ax,x^Ü, pertenezca al conjunto de in-- 
puts necesarios, X(y), es decir:
D:  > R^ D(x,y)= max{ A>0 [ 1/Ax e X (y) ,
/ y G Y*, / x>0, x E X(y)1 (A-1-26)
en el caso de y-5, x=6 E X(S) y se le da a D el valor infinito.
Los vectores de inputs que pertenecen a la frontera de posi-
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bilidades de producciôn satisfacen D(x,y)=l, los que pertenecen a la - 
tecnologîa D(x,y)^l,
T={(x,y)ID(x,y)^l) Y={(x,y)[D(x,y)=1} (A-1-27)
La funciôn de distancia correspondiente a una tecnologîa con 
vencional en los inputs es ûnica y se denomina convencional en los in­
puts . Esta funciôn es positiva, no decreciente, positivamente lineal y 
homogenea, côncava y continua en los inputs y cuando toma el valor in- 
finito este implica que la producciôn es nula.
La funciôn de transformaciôn para una tecnologîa conveneio—  
nal en los inputs se define como la mâxima cantidad de un producto de- \ 
terminado y., que puede producirse dadas las cantidades producidas de - 
otros bienes y servicios y, y el vector de inputs x ,
F:  ^ F(y ,x)=max{y^ Y ,x) e T) (A-1-28)
^1
es una funciôn de valores reales extendidos, definida y aco- 
tada por arriba para todo (y,x) e ^, con F (^, i5) =0, no creciente en y 
y no decreciente en x, continua desde arriba y côncava.
La relaciôn entre ambas definiciones es:
D(x,y)=max{A>0Iy^=F(y,x/A)}
o bien,
F (y ,x) -max{y^ | D (y^  ^,y ,x) -1} (A-1-29)
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NOTAS.
1. Adoptâmes en lo que sigue la def.iniciôn de tecnologîa de Shephard - 
(1970): "... consiste en ciertos medios alternatives, la organizaciôn 
de dichos medios y la utilizaciôn de bienes materiales y servicios que 
nos parmi ten la producciôn de bienes y servicios ...".
2. Se deduce de esta definiciôn,que no excluimos la posibilidad de pre 
cios negatives de las mercancias. Dado que los valores que expresan -- 
las cantidades de las distintas mercancias también pueden ser positi­
vos y negatives, la presencia de precios negatives solo es ütil en eJ 
caso de bienes y servicios para los que no exista libre disponibilidad 
y cuya oferta neta a precio nulo pueda ser negativa o positiva. Ver -- 
McFadden (1978).
3. Este conjunto de inputs necesitados o necesarios es una generali za- 
ciôn de la clôsica dgfiniciôn de isocuantas ya que ôstas corresponden 
al subconjunto de X(y) de vectores eficientes.
4. El conjunto T es cgrrado si gara toda sucesiôn de vectoios couver-- 
gente Km. (x^,y^) = (xo,yo), / (x,^ ,y^ ) e T, el limite p'ortene
ce a T.
5. Coste como empleo de recursos escasos con usos alternatives, id^ramo 
vitz (1962).
6. X(y) es convexo si y solo si:
/x,x'eX(y), 8eR, 0^8<^1
un segmento lineal x" = Ox + (1-0)x' ------ > x"tX(y)
üemostraciôn:
Por propiedad iii si x* e X(y) / x"^x* ------> x"eX(y)
Por propiedad iv si hacemos x" = Ox + (1-0) x' siem;)re --
existe algûn x*, x*^x" que pertenece a X(y)
por lo que: x"cX(y).
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7. Las propiedades i) y vi), implican que el conjunto X(y) es denso,
#
